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ACERCA DEL PROBLEMA DE LA MULTICO LINEALIDAL
EN LA ESTIMACION DEL MODELO LINEAL *

JUAMA J. BRUFMAN**

1. El Problema
Sea ¢l modelo de regresion lincal uniecuacional:
- 1-172 ;
Y, b0+le“+b2Xt2+._.+bKth+pt,t 2, L1
6, en notacidon matricial:

y=Xb+u {

(R

donde:

y:es el vector de T observaciones sobre la variable a explicar

X cs la matriz de T observaciones sobre K+ 1 variables explicativis
(X, = 1para todo 1).

b: es cl vector de K+1 pardmetros a estimar.

i es el vector de T componentes alcatorias.

Fl problema de la multicolincalidad se presenta cuando las vari-
bles explicativas estdn vinculadas funcionalmente, 6 bien, altamente
rrelacionadas.
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FOONOMIC A

St en da ccuacion (1) dos o mis variables X, son linealmente
dependientes, resulard que fa matriz (X°X) sera de orden K+1 y de ran-
go mecnor que K+1. Por lo tanto, ¢! determinante IX'X)=0 v no existe
la matriz inversa (X'X)'! quc se utiliza para la estimaciéon minimo-cua-
dratica de b. Ks éste un caso extremo, que dificilmente se presenta en
los estudios empiricos; por ejemplo, al postular un modelo con varia-
bles “‘dummy” y término constante, si se introducen tantas variables
“dummy” como alternartivas presenta el atributo, se produce lo que s¢
ha dado en llamar “la trampa de las variables dummy™’, que es simple-
mente un caso de extrema multicolinealidad.,

En efecto; supongase ¢l modelo Y; = b, + b X, +u, siendo
X,: Ingreso ¢ Y: Gasto en indumentaria, v en ¢l que se desca medir
ademds, la incidencia del atributo “sexo” sobre Y. Si se introducen las
variables D, y D, con la siguiente asignacion de valores:

D, D,
varon 1 0
mujer 0 1

¢l modelo resulta:
Yi=by+b X, +¢,D, + b, vuy

y la matriz X:

1ox,, 0

1 X, 0

I o 0

X= .. . 0 1
0 1

i1 X .0 1

nt

verificdndose que la primer columna es combinacion lineal de las co-
tumnas 3 y 4. Este caso de extrema multicolinealidad sc corrige mo-
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dificande la especiticacion del modelo: se deben utilizar tantas variables
“dummy”’ como modalidades presenta el atnbuto, menos una. 11 mo-
delo correcto serra:
fo= + o+, Do
Y, b, + b, X, ¢, D, v

1 1

siendo b, =1, o1 la i-¢sima observacion corresponde a individuo varon,
¢ igual a 0, si dicha observacion pertenece a individuo mujcr.

I} extremo opuesto ¢s el de variables explicativas linealmente
independientes (ortogonales). Entonces, los coeficientes by, b,,
by de la ecuacion (1) pueden estimarse indistintamente, a partir del
modelo de regresion miltiple propuesto, 6 scparadamente, cfectuando
regresiones independientes con cada una de las variables explicativas.
Obsérvese que esta situacion ideal permitiria medir la contribucion de
cada variable X, en ¢l comportamiento de Y, permaneciendo constan-
te el resto de las variables explicativas del modclo.

Analizaremos ahora el caso frecuente en las aplicaciones cco-
nométricas, en ¢l que las variables explicativas estin altamente correla-
cionadas. presentindose entonces el problema de la multicolinealidad.
Por lo expuesto anteriormente, debe quedar claro que Ja multicolinca-
lidad es una cuestion de *‘grado”. Las variables ¢n Lconomia no son ni
fincalmente dependientes (en forma exacta), ni tampoco lincalmente
ndependientes. s decir. no debe pensarse en la multicolinealidad co-
mo un problema que esti 6 no presentes siempre debe esperarse crerto
“grado” de multicolinealidad. Lo importante es poder precisar sus “al-
cances”. 1 los efectos de una correcta apreciacion de los resultados ob-
renidos en ¢l proceso de estimacion, v posterior utilizacion del modelo
con tines de predicaion.

I1. Causas de Multicolinealidad.

o Tendencia de Ly may orta de las variables cconomicas a evolu-
cionar conjuntamente (al unisono), respondiendo a un factor comun
que las afecta a todas cllas. Por cjemplo, ¢n épocas de prosperidad cco-
nomica. se observa ¢! crecimiento del Consumo, Ingreso, Inversion,
precios v disminuve la tasa de desempleos en ¢pocas de depresion, se
produce. movimientos en contrario de las mismas variables. s decir,
Chiste Ul patron intrinseco de comportamicnto de las variables ceond-
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nricas, que origing problemas de multicolinealidad cuando se utilizan
dos ¢ mas de ellas como expheativas. En estos casos sucle decirse que
ia multicolincalidad ¢s un problema poblacional.

e Cuando se utilizan datos muestrales (de seecion 6 corte trans-
versal), ol discro de la encuesta puede resultar “pobre’” en informacion.,
Supongase que deba explicarse el consumo familiar de cierto bien, en
funcion de X, nivel de ingreso; y X, @ indice de riqueza. Es sabido
(oo, en wrminos generales, las familias de mavorces ingresos muestran
un mayor indice de rigueza. Graficando 1a informacién de estas dos
vartables, nos encontraremos con una nube de puntos en torno a una
suncion lincal. Fsto significa que ambas variables suministran practi-
camente la misma informacion a los efectos de explicar el consumo del
bien. Un disefio apropiado deberd incluir, para cada tramo de ingreso,
datos referente a familias de distinto nivel de riqueza, con lo que se lo-
gra enriquecer 2 nformacion. En este caso, la multicolinealidad es un
problema muesteal,

\;

s,h

1

e inclusion en el modelo de una variabie explicativa con gran
cantidad de desfasajes. Si se pretende explicar una variable Y en fun-
cion de X X - X,.,» € obvio que, por tratarse de una misma
variable referida al momento t, -1, t-2, . . . etc., habremos de encon-
trar problemas de multicolinealidad originados, ¢n este caso, en la
especificacion dcl modelo, mdxime cuando las variables estin altamen-
te autocorrelacionadas,
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111, Consecuencias de la Multicolinealidad

e Imposibilidad de medir separadamente la incidencia de cada
variable explicativa sobre la variable a explicar. Recordemos el signi-
ficado de los pardametros de un modelo de regresion, como el {(1): un
cocficiente by indica la variacion promedio de Y, ante un incremento u-
nitario de X, , suponiendo cl resto de las variables constantes (condicion
ceteris-paribus). Pero, si por efectos de la multulinealidad, algunas va-
riables explicativas se mueven simultaneamente, ya no ¢s posible tal
interpretacion; en este caso los coeficientes reflejan efectos combina-
dos. Sin pérdida de generalidad, consideremos la siguiente relacion
lineal exacta entre X, X, v X

Xp = A X w2 X (3)
Reemplazando (3) en el modelo (1) resulta:

Yt = bO * bl (?\2 th * ?\SXB ) * bzxtz M bs Xt3 Fot “t (4)
y reordenande términos:

Y, = bo + (bl?\2+b2) X, * (b17\3+b3) e (5)
Resulta claro que no podemos estimar separadamente los coeficientes
b;, b;.. = b, . (la matriz. X°X scria singular), aunque si las siguientes
combinaciones:

1)0;(b17\2+bz) ;(b17\3+b3);b4;_..;bK (6)

e Falta de precision de las estimaciones minimo-cuadriticas,
por resuitar con altas varianzas y covarianzas.

Supontamos el modelo lineal con sblo dos regresores, expre-
sando en unidades centradas:

Yo = bl Xt bZXIZ M

S1 se tiene presente que el coeficiente de correlacion lineal entre X, v
X, es:
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Ex .

R 1L}
(T i Ixg, )
las varianzas y covarianzas de los estimadores minimo-cuadriticos se-
rdan: 02 02
var(b Y= — o H o ovar(by) = — H

(1-r1q)EX (1-19,) xx7,

o~ ~ - G
cov(b, by)= e w12 ———

(1 —r12 Y (= xti Exfz )U2

Como pucde obscrvarse, las varianzas v covarianza son-

a) Directamente propotcionales al ol
by [nversamente preporcionales a ﬁl variabihidad muestral de los
FEEresores ¢n torno a sus respectivas medias:

- S 2 2 2 172
IX7, s }‘\rz : (Z.xtl Exc)
¢ Seriamente afectadas por la correlacion muestral de tas variables

explicativas: v, .St r o = 1, las varianzas v covarianza pue-
den resultar exeesivamente grandes, (- oo) por lo que las estima-
clones son de eseasa precision. Respecto a la covarianza, obsér-
vese que este resultado confirma o indicado en el parrafo an-
terior: s la m\(h h Ves muv alta. no pucden estimarse sepa-
radamente, con suimun( precision, los cocficientes by by
por falta de vanacion independiente de X Npv N, i
Stel modelo contiene mds de dos regresores, e requicre an and
hisis mas detallado, a fin deindagar sobre las consecuencias de b multi-
colincalidad en as variaizas v covarianzas Jde los estimadores. Ya no
basta con los cocticientes de correlacion sinpler centre e par Jde varia-
bles N, \I puesto que pucden presentarse reiaciones cuasi lneales que
involucran mas de 2 vanables expheativas,
Consideremos of modelo €1 expresado on unidades congridas
voestadarizadas, 1o niiny N = Py N N hesta Torada por vecto-

res-columna nornulizados, es deci de foneind v s omatry
CNIND resuita ser o matry de correlacion 1= N S RNITR TN
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representan los coeficientes de correlacion lineal simple entre cada par
de variables X, , XJ..

L1y, 1y ' - Ik
PP S P : : Tyk
_f -
R= 1rij}
Uk T2k Tik 1

La matriz de varianzas-covarianzas de los coeficientes bf I del modelo

es:
P11 12 _ . 1K
12 22 2K
N 2 -l _ a2 rijlo o2 r r . . . r
Vh* =04 R =0 Mi=o
t H u = oy
L K
(K 2K K
e modo que:
var b* = 02 ¢l LoDt D= o2 i (7)
1 H ’ L7 M
-\ 2
Se prucl);l queT
|
R _'R'_LJ_ ]
AR
Rp 1 —R2 (8)
]
] 1l
. I N
I_|| ] T (I_ll I_,];]fk (9)
1 1
g
t . Ll [T
donde: R os o eofactor derp GRS = R2 es ¢l cocticiente
) - i) '
! A Y oYK
i1 U e de astorisen obedece al camino de escala on as variables del modelo. La eelacion

CBIrC fos covtivientes os b= fv‘* T, 70y et cambiv de escala no afecta o] anadisis que
sipes v que solamente indugam s i sobre los efectos de Ja multicolinealidad.

Vegse, por crempio. b Malimvan b Morodos Paladistwens Jde Lo keonomutria, Ariel,
B cetama, 1967
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de determinacion lineal entre x, v las restantes vartables explicativas del
modelo; y r.. es el coeticiente de correlacion lineal parcial entre Xy X,
de orden Kf, es decir, quitada la influencia de las restantes K-2 varia-
bles explicativas.

De las expresiones (7), (8) v (9) surge:

a) La varianza de un coeficiente b* se verd incrementada cuando
sea R?
1. . -~ % -~ * , - .
b) La covarianza entre b*y b*serd mayor, cuando el cocficiente

de correlacion parcial entre x; y X; sea alto (proximo a la unidad
en valor absoluto), pudiendo ser positiva o negativa segin el
sentido de la relacién entre dichas variables.

En sintesis, cuando el modelo tiene mds de dos variables expli-
cativas, deben analizarse no solo los coeficientes Lo sino los I Y la co-
rrelacién entre cada una de las variables y el resto de los regresores,
es decir, la estructura de la matriz R.

e Inestabilidad de las estimaciones: El agregado 6 quita de po-
cas observaciones, modifica sensiblemente los resuitados, no sbdlo en
magnitud, sino también en signo.

o Como consecuencia de las altas varianzas, Ias estimaciones re-
sultan no significativas: los valores empiricos del test “t son en gene-
ral bajos, e inducen a aceptar con frecuencia la hipotesis nula de “no
significacion” de las variables involucradas; en otros términos, los tests
“t” pierden potencia.

IV. Diagnostico de la Multicolinealidad
Citaremos a continuacion algunas téenicas de diagnostico co-
munmente utilizadas, efectuando paralclamente las oriticas pertinen-

1es.

e Si cocficientes asociados a variables importantes ‘el modelo
resultan no significativos (t bajos), v al mismo tiempo se ha obtenido



ACERCA DEL PROBLEMA DE LA, .. 1

un coeficiente de determinacién alto, ello suele tomarse como sinto-
ma de multicolinealidad, y mds ain, la multicolinecalidad se utiliza
como justificacién de tales resultados. Al respecto, cabe recordar que
las varianzas altas de los coeficicntes (y por lo tanto t bajos) pueden
deberse a un 0% excesivamente grande, como asi también poca varia-
bilidad de las variables explicativas.

Como consecuencia de un uso indiscriminado de este criterio,
¢l econometrista tiende a omitir variables que, desde el punto de vista
tedrico, son importantes en el modelo, pero estadisticamente resulta-
ron “no significativas™; debe tenerse presente que en esa forma se incu-
rre en “‘errores de especificacion’’, originando sesgos y hasta inconsis-
tencia en las estimaciones de las restantes coeficientes del modelo.

¢ Anidlisis de la matriz de correlacién R y de su inversa R1.
La observacion de los coeficientes r, suele utilizarse como criterio
para detectar la multicolinealidad: si algunos de ellos son mayores
de 0.8 6 0.9, se dice que hay problemas de multicolinealidad. Sin em-
bargo, a menos que el modelo contenga sblo dos variables explicativas,
tal criterio resulta restrictivo e induce a conclusiones erroneas,

Debe recordarse que el coeficiente de correlacion simple r,. mi-
de la fuerza de la asociacion lineal entre el par de variables X., ; ig-
norando las restantes variables. Cuando ¢l modelo contiene mds de dos
variables explicativas, pueden existir relaciones lineales que involucren
3 6 mas variables, que no pueden detectarse a partir de los coeficientes
de correlacion simple. Tan es as{, que en muchos estudios empiricos
se han obtenido matrices R con coeficientes r;. bajos, (0.5; 0.4; etc.),
y sin embargo se detectaron problemas serios de multicolinealidad.

El valor del determinante de R, es usado como criterio para
detectar multicolinealidad. Es sabido que IR} estd comprendido entre
0y 1: 5i las variables del modelo son linealmente independiente, todo
r; =0,y IR| = 1; siexiste por lo menos una dependencia lineal exac-
ta entre los regresores del modelo, entonces ’Rl = 0, Por lo tanto,
cuanto mds proximo a 0 se halle |R |, cabria esperar problemas de mul-
ticolinealidad.

Si bien cste criterio preanuncia el problema, debe tenerse pre-
sente que valores bajos de |R | , pueden originarse en muchos tipos de
multicolinealidad: es decir, ¢l criterio no permite identificar las varia-
bles involucradas en la & las relaciones lincales existentes.
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Los elementos de la matriz R™! proporcionan también infor-
macion gencral sobre la multicolinealidad. Recuérdese la relacion (8);

di o 1_1_}{7 R? =1 _331_ (10)

i,

Valores aitos de R? revelan que X, esta fuertemente asociada a las res-
tantes vanables. Ahora bien: si existen varias dependencias cuasi-linea-
les, las variables cxplicativas de estas regresiones auxiliares, estaran a
su vez, afectadas por multicolinealidad, v entonces serd imposible de-
tectar la naturaleza de las relaciones entre variables explicativas, a par-
tir de fos cocficientes de regresion caleutados. Es decir, la debilidad de
este eriterio radica ¢n la imposibilidad de distinguir cntre varias rela-
ciones lineales coexistentes.

Los ¢clementos no diagonales de R 1l estdn ligados a los coe-
ficientes de correlacion parcial - segun la relacion (9):

N AP TR T IS
S et Iy

Valores altos de ;. revelan que las variables X, v X, depuradas del
ctecto de las restantes K-2 explicativas, presentan un grado importan-
te de asociacion lineal.

Belslev, Kult v Welsch (1980}, hacen notar, sin embargo, que
todos {os cocficientes de correlacion parcial tienden a £ 1, cuando hay
problemas de multicolinealidad. Ast, i, puede estar proximo a 1, sin
que las vartables NXow X esten involucradas en una relacion lineal; en
otras palabras, estos cocficientes carecerian de poder discriminatorio.

o lest de Farvar v Glauber.

n 1967, D . Farrar v R.R. Glauber idearon un procedimien-
to para detectar problemas de multicolinealidad, basado en la informa-
cion muestral contenida on Ta matriz R v su inversa R, Fl mismo
consiste en e reaiizacion Je tres tests conseeutivos, segin la siguiente
seeuencii:

1) Parg deternimar lo presencia de muliticolinealidad, se calcula |R]
vosu transtormacion fogaritmica:
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—[T—1~1/6 (2K + )] In |R]

que admite una distribucion Ji-cuadrado con 2 grados de liber-
tad, sicndo D = 1/ K({K-1).

Si el valor ¢impirico del estadistico es mayor que ¢l valor criti-
co, segun ¢l nivel de significacion prefijado, diremos que hav
un problema serio de multicolinealidad.

Para localizar el problema de la multicolinealidad, es decir de-
tectar cudl 0 cuales son las variables afcctadas, se calcula el es-
tadistico:

w. = (fl - 1) IT-K
' K—1

que se distribuye como una Fy | . . (Recuérdese la rela-
cion entre ' y Riz. ). En sintesis, este es un test para contrastar
la significatividad de las regresiones auxiliares. Si el valor empiri-
co de w; es superior al valor critico de la distribucion F, al ni-
vel de significacion fijado, diremos que la variable X, cstd alta-
mente correlacionada con las restantes variables explicativas
del modelo.

Finalmente, a los efectos de descubrir el “patron™ de multico-
linealidad, se utiliza el estadistico

2y -1/2
. T-K /(1- s )

con distribucion t de Student con T-K grados de libertad, reali-
zdandose un test de dos colas en la forma habitual, v al nivel de
significacion fijado de antemano: valores empiricos pertene-
cientes a la zona critica de la distribucion indicarian que las va-
riables X, v X, libres del efecto de los restantes regresores, se
hallan altamente colineadas.

El procedimiento de Farrar y Glauber ha merecido las siguien-

tes consideraciones:

a)

No es un test, ¢n ¢l sentido riguroso con que se utiliza cste tér-
mino ¢n la teoria estadistica; todo test requicre previamente la
especificacion de una hipotesis a contrastar, En este sentido, la
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b)

ECONOMICA

condicion de Gauss-Markov:
rango (X} = K + 1

no es una hipotesis contrastable, pues si no sc cumple, la estima-
cién minimo-cuadritica cldsica se torna invalida. Por otra parte,
no debe olvidarse, como se mencioné al principio de este tra-
bajo que, en la mayorfa de los casos, la multicolinealidad cs
un problema “muestral”, originado por un diseno pobre de
informacién; por lo que no es pertinente la realizacion de un
test para inferir respecto a la poblacion.

Los autores parten del supuesto de que la matriz X estd inte-

grada por una muestra de T observaciones independientes (las

filas de la matriz), generadas por una distribucién normal K-di-

mensional, siendo las columnas de X ortogonales. Todo clio per-

mite la utilizacion de las distribuciones Ji-cuadrado, F v t, en
los sucesivos tests. Este supuesto es discutible, por cuanto:

i. exigirfa que los regresores fuesen estocdsticos, Recuérdese
que en ¢l modelo lineal estindar, las variables X; se suponen
fijas, en sucesivas muestras; {variables matcematicas).

ii. es dificil, cuando s¢ maneja informacion temporal, que las
obscrvaciones resulten independientes.

iil. requiere una distribucion K-dimensional para los regresores
del modelo, que diffcilmente se cumple, dado ¢l cardcter no-
experimental de la informacion economica.

F1 determinante |R| v los coeficientes RZ v . utihizados en

los tests de la Ji-cuadrado, F oy t, respectivamente, no permiten

diagnosticar la presencia de varias dependencias lineales coexis-
tentes cntre [os regresores del modelo,

V. Nuevas Técnicas de Diagnostico

e Ixamen de las Raifees v Vectores Caracteristicos de la matriz

(X’X). Esta téenica de diagnostico ha sido utilizada por Kendall (1957)
v Silvey (1969). Constituve un avance respecto a las antertores por
cuanto no solo detecta fa presencia de multicolinealidad, sino que per-

mite identificar fas varables involucradas on una relacion lineal,

11 fundamento del método es el siguiente:
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Sea Q = {q,} la matriz de vectores caracteristicos de (X’X),
asociados a [as rafces caracter{sticas Ast=1,2 .. K. Es decir:
* -_—
(X'X) q =X q
, 1 1= (11)

1.49° 0 1+

] i

Se verifican entonces las siguientes relaciones:

A -

]

Q(X’X)Q (12)

AK

A (13)
Veamos ahora cémo la magnitud de una raiz caracter(stica se
relaciona con el problema de la multicolincalidad.
Supongase que X, = 0; debe verificarse entonces, por (13):

9
92
Xqi={x1\:2. ) .\'K] = {}
i
O sea:
QUXy * 9% *. - .+ X, =0 (14)

Es decir, la raiz A, = 0 y su vector asociado q; permiten identificar una
dependencia lincal exacta entre las variables del modelo: es ¢l caso de
extrema multicolinealidad. Si X, ¢s pequena, la (14) se verifica “aproxi-
madamente”, por lo que estamos ante una relacion cuasi-lineal. Por ca-
da raiz caracteristica pequena de la matriz (X°X), habremos identifi-
cado asf, una relacion lineal aprox‘mada

1A

Ademis, de la {123,
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(XX = QAT Q= E Nl g
o = e (15)
v la varianza de un coeficiente b, resulta:
- 2 ? 2
\'arbi:af1 SAJ, EE,Jr_ _ , dik (16)
A A, A

Esta expresion permite apreciar la contribucion de las rafces v vectores
caracteristicos en la precision de las esumaciones. Se¢ observa que la va-
rianza de un b-i ‘d‘chnde de 0y, de todas las rafces caracteristicas y de
los elementos i-ésimos de los vectores asociados a cada rafz. En primer
lugar, como

K

r (X'X) = EKI X = 5N a7
vy las \; > 0, por ser (X'X) definida positiva, cuanto mayor sea la varia-
bilidad de las variables explicativas, mayores serdn las A, y por lo tanto
mayor serd la precision del cocficiente b,, suponiendo constantes los
restantes clementos de la (16). Ademads, si hacemos tr {(X'X) = constan-
te, lo que se logra normalizando los vectores x, , (x] x; = 1), cuando ma-
yor sean las diferencias entre las raices caracteristicas, menor precision
tendrd ’Bi . si A, por cjemplo, es pequena en relacion a las demds rai-
ces caracteristicas, ¢l término 0;21 qu /X, puede resultar grande, y por
ende, la varianza de b,.

Ahora bien: los clementos q; (j=1,2,...,K), también inciden

K

en la varianza de ’l\)i; como Q es ortogonal (T qizj = 1), y siguiendo con
el ejemplo anterior, un valor pequeno de q;, puede anular los efectos
de X, , y no afcctar la precision de by

Lste andlisis nos indica que, si bien una raiz caracteristica pe-
quefia, y su vector asociado permiten detectar relaciones lineales entre
variables explicativas, no siempre se verd afectada la precision de las es-
timaciones minimo-<uadrdticas cldsicas.

E| inconveniente que s¢ sefiala para esta técnica de diagndstico,
es ¢l no establecer qué se entiende por una raiz “pequena’.

e Descomposicion de la matriz X en valores singulares.



ACERCA DL PROBLEMA DE LA .. 17

Belsley, Kuh v Welseh (19803, proponen un mctodo de diag-
nostico similar al anterior, basado en la descomposicion de la matriz
X en “Yvalores singulares” . Los autores aconscjan trabajar con variables
normalizadas, pero no centradas; os decir, la matriz N esia formada
por vectores de longitud unitaria.

Sen X una matriz de orden T.K; la maxima puede descomponer-
se en la siguiente forma:

X=UDV U, . Doy Vi k (18)
siendo:

Ul =V'V =1, (1M
v D ouna matriz diagonal con clementos g 0= 1.2, .. K llama-

dos vajores singulares de X. kn reatidad, los clementos Mose relacionan
con las rarces caracteristicas de (XX}, pues se verifica que:

uj:\/7\j (2

Ademias, V os la matriz de vectores caracteristicos de (X"N)L v U T de
vectores caracteristicos de (X X, asociados a sus K Farces caracteristi-
cas diferentes de cero.

Respecro al problema de la multcolincahidad, la descompos-
¢ion propuesta por los autores proporciona la misma informacion que cl
sistemra de rafees vovectores caractenisticos, Sin cmbargo, existen raze-
nes para preferir la descomposicion en valores singulares: al trabajar di-
rectamente con la matriz X, en fugar de hacerlo con e (NN e obtic-
nen ventajas de cdleuto, por Ta may or estabilidad numicrica con gue se
efeetia tal descomposicion.

Como se explico anteriormente, en Lo mavorra de las aphicacio
nes cconometricas, suclen presentarse relaciones lincales Saprovimadias”
que se detectardn por valores singulares Vpequenos’. Para responder d
la pregunta: qué se entiende por valor singular “pequeno’™los autos
res definen ¢l “fndice condicionante”, {condition index):

[

2K {
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Resultara n; 2 1 para todo j; fa cota inferior corresponde a L maxima
K- Un valor singular pequehio en relacion- 21, . detenuinard un -
dice condicionante aito. Habrd tantas relaciones lineules aproximadas,
como indices clevados. Experimentalmente se ha podido determinar
que Tndices de alrededor de 5 6 10, corresponden 4 dependencias fi-
neales débiles; mientras que valores de 30 a4 100, reveian relaciones mo-
deradas a fuertes; la ocurrencia simultinea de varios {ndices altos, per-
miten diggnosticar la cxistencia de mas de una relacion lincal aproxima-
da.

Con el propasito de “medir” hasta qué punto las dependencias
Hineales afectan ia precision de las estimaciones. jos autores utilizan la
tecnica de “descomposicion de la varianza”, eshosada por Silvey, en la
siguiente forma:

Partiendo de la expresion Zyg = o (X°X)! aplican la descom-
posicion en valores singulares de la matriz X, obteniéndose:

EA

_ 2 -1 ar ‘
o5 =02 (VD V) (22

2 N 4

De donde:

~ 2 ,} \12
var (b,) = oy 1‘1 ,u—zj_ {23)
i

siendo los Vi elementos de la matriz V.

ks decir, la (23) descompone la varianza de ben una suma de
componentes, cada una de las cuales estd asociada @ uno y sélo uno de
los valores singulares M.
Indicando con:

o, s,
i _‘uj2 ’ S ]
se definen los cocficientes
w2l ijo=1.2 K
i * A IR {24

que representan fa proporcion de varianza de by« asociaan con la compo-
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nente j<¢sima de su descomposicion.

St se disponen los m . en ¢l siguicnte cuadro de doble entrada:

Valor Proporciones de

Singular .

Asoclado var b var b var b

1 2 K

My M1 T2 Tk

Hy T a2 Trx

My T 1 Tk 2 Tk
1.00 1.00 1.00

su lectura permite una ripida interpretacion en la siguiente forma:
§i se observa una alta proporcion de fa varianza de dos o mds cocficien-
tes concentrada en un mismo valor singular bajo, cllo constituye eviden-
cia que la refacién lineal estd causando problemas de precision en los
B

En sintesis, la multicolincalidad “degrada™ la calidad de las es-
timaciones, si s¢ observa:

iy Un valor singular que origine un alte indice condicionante,
asociado con
2) Altas proporciones en la descomposicion de las varianzas de dos

o mas cocticientes®

La cantidad de indices condicionantes altos {mayores de 30),
determina el numero de relaciones lineales aproximadas; jos cocficien-

(3} Ello es asi, por cuanto en toda relacion lineal quedan involucradas, por lo menos, dos
de las variables que componen la matriz X,
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tes cudas varlanzas presentan cnosu descomposicion, una alta propor-
caon (mavor de 0503, concentrada en un determinado indice alto, 1-

ECONOMICA

dentilican las variables involucradas en la respectiva relacion lineal

V1. Aplicacion

la teenica deseripta ha sido implementada con informacion
de las siguientes variables de la Economia Argentina, perfodo 1950-

1972:

Y& Inereso de los Asalariados

YN A ngreso de los No Asalariados

Al Activos Financleros

Dichas vartabies fucron wutilizadas como explicativas en una

funcion Consumo®  La matriy {X°X) normahrada resultd:

103000000 09755803 0.9601641

(9733803 1.0000000

09869128

09601641 09869128 (.9999999

008648061 09803713

Los valores sinoulares M.y numeros 'ndices condicionantes n; fueron:

My = LUT953140 n, =10
Hy o= 024810809 n, = 7.97838
Moo= 8 TIIT0VAS ny = 14 87160
M, GOEEAR0227 n, = 4321951
i) Do Uvbysco v 1 70 Brufroan: Feonometria, Problemas v Ljercicios, Ld. Macchi. Bue-

Do Adres TURS Py dn

0.9475847

09864861 |
0.9803713
0.9475847

0.9999998
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De donde surge la existencia de una unica relacion neal aproximada,
(quc corresponde a un g 2> 30):

S0.9959997 - 0.0002125 VA £ 00001412 YN0 N
+0.0003913 AV =0
Los cocficientes de esta ccuacion son los clementos del vector carac-

teristico asociado a ui.
La descomposicion de la varianza resulto:

Valor Proporciones de

Singular

Asociado var b() var b1 var hz ' \‘;{r'.f)3

78 0000936  0.000276  0.000581 0.000458

u, 0034763  0.003370 0.075889 0.034899

I 0435885 0.057447 0.021622 0.078259

Hy 0528417 0938907 0.901908 0.886384
1.00 1.00 1.00 1.00

Se aprecia que las tres variables explicativas estan involucradas
er. 11 relacion lineal; la precision de las estimaciones sc halla atecrada
por la multicolincalidad, por cuanto una alta proporcion de sus respee
tivas varianzas, (> 0.50) esta asociada al nimero condicionante alto
(my ).
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ACERCA DELPROBLEMA DE LA MULTICO LINEALIDAD
EN LA ESTIMACION DEL MODELO LINEAL

RESUMEN

T este trabajo sc sintetizan aspectos relacionados con la presencia de Mul-
ticolinealidad en ¢l Modelo de Regresion Lineal.

Se analizan sus causas, sus consecuencias desde el punto de vista de la cali-
dad de las estimaciones minimo-cuadriticas cldsicas, como as{ también difercntes
criterios utilizados para su diagnostico.

En particular, se detallan las técnicas basadas en el analisis de rafces ca-
racter{sticas. valarcs singulares y nimeros condicionantes de la matriz de observa-
ciones, con énfasis en su vinculacion con la varianza de las estimaciones. Finalmen-
te se ofrece una aplicaciin, con datos de la economia argentina.

AROUT THE PROBJL.EM OF THE MULTICOLLINEARITY
IN THF ESTIMATION OF TIE LINEAR MODEIL

SUMMARY

This paper summarizes VErious aspects related with the existence of Mul-
ticollinearity in the standard lincar regression model, The core of the paper focu-
ses on the causes for multicollinearity, its cffects on the appraisal of least squares
estimates. and diagnostic procedures. Details about these techniques, based on
eigenvalues, singular values and conditivn numbers of the matrix of observanons,
are provided, stressing its relation with the variance of the estimates.

The last scction of the paper presents an application with dara of Ar-
gentina.





