LA LEY DEL OPTIM¢O TECNICO

ALBERTO TRAFAfwT #

Suaario: 1. Introduceion. 2. Caso I. 3. Caso 11, 4. Caso TIT. 5. Inter-
protacion geométrica. §. Consideraciones finales.

El objeto del presente trabajo es estudiar la llamada ley del Gptimo
téenico on relacidn con las Tunciones eontinuas de producecién.

La funcién de produceidn es una funcidn x (v, v, .., va) de lag n
variables v, v,, ... v, gue serdn Hamadas ““los factores de produceidn’’.

Para ponernos en las condiciomes ane se presentan en la realidad,
dobemos excluir log valores muy pequeiios o muy erandes de log [actores
de produceidn vi, para los cuales Ta funcién de prodrecion 1o puede ser
clertamnente determinada.

Establecemos pues el sipuiente modelo:
X (vy, ... Vo) estd definida en ol intervalo » dimensional a; << x < by,

con a; > o,i=1,2, ... n. Ln dicho infervalo esisten v son continuas

: : . ix .
las 7 derivadas parciales primeras —-——. No postularemos la existencia de
§v,
las derivadas parciales segundas.
Siopartiendo de vn punto Po(vy, va, ..., vl q, A, Vo4 o1, ... Vi)

hacemos variar v, desde oy hasta by, dejando constantes los demis factores
de produccién, obtendremos una curva en un espacio de (n 4 1) dimen-
siones que serd lamada ““la eurva de produetividad del factor v;°° ¢ in-
dicada mediante x;. Naturalmente, por eada (2 — 1) Gpla de valores que se
den a los factores de produeeion vy ( =£ 1) que permanceen constantes,
se¢ obtendri una curva x; distinta.
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En todo lo gue sigue entendereinos, sin exeepeidn, que hemos escogido
una cualquiera de esas cuvas x; ¥y que si bien ¢s siempre a eila gque nos
referimos, todo lo que deduzeamos vale igualmente para las demis; dicho
de otro modo, nos ocuparemos de las propiedades que pertenecen a la fa-
milia de curvas x;.

La derivada de x; respecto a v, serd llamada la productividad mar-
ginal del factor v, e indicada mediante x’;.

La productividad media del factor v, serd indicada mediante x; ¥

o A Xy
definida por la relacién: x;, =

Vi

La elasticidad del factor v; scrd indicada mediante ¢ y definida
por la relacion: ¢ — ————— Tg inmediato deducir cn base de la

dln X

definicién dada que: ¢ — ———
d 1n v,

Los valores que toman x;, x’; X; y ¢ en un punto eualguiera 5e
[as, by] serén indicados mediante x, (%), x"; (%), X, (n), v & (n) respeec-
tivamente.

Diremos que la funcién de produecién z cumple con la ley del éptimo
téenico para el factor de produecién v; si se satisfacen las dos siguientes
condiciones :

1°) Existen tres puntosa, B, v, € (a;, by), con a < 8 < v, tales que: x;
es positiva mondétona creciente en [a;, o] positiva mondtona decreciente
en [(a, 8), negativa mondtona decreciente en (8, y)] y negativa monétona

ereciente en [y, b;].

2?) Existe un punto 7« {a,, b;) tal que:

X; es mondtona creciente en [a;, 7] y mondtona decréciente en [r, b;]. De
Ia condicién 1°) se deduce que x’i (o) corresponde a un maximo relativo
que, x’; (B) = 0 y que x’; {y) corresponde a un minimo relativo.

La variacién de la productividad marginal x’,, determina la forma
de la curva de productividad x;. Se ve que o corresponde a un punto de
inflexién de x;, 8 al miximo de x; y v al otro punto de inflexion de x;.
Por otro lado, resulta inmediatamente que x, es una eurva convexa (estéd
por arriba de sus tangentes en [(a;, a), que x, es céncava en (a, v} ¥
que en (y, by)] x; vuelve a hacerse convexa.
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ficamente las curvas
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Para mayor ilustracién se han representado gra
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Mostraremos shora que, contrariamente a lo aue parccicra ser tiei-
tamente aceplado por eiertos autores, del sélo hecho que se enmpla fa con-
dieién (1*) no se desprende que se verifigue la (2*) pero que, eso si,
dicha condicién (2*) puede ser formulada de manera més eccondmica.

Aceptemos pues, que se verifica la condieién (1),

31 temando en cuenta que:

X (viy =vi X (vi) (n
derivamos ambos miembros de (1) respecto de vy, tendremos:
' (vi) =% (vi}) ++ vy X7 {vq) (2}

Lo que nos muestra que los puntos estacionarios de X (v,) cstin dados
por las soluciones de la ecuacién:

'y (vi) = x; {vi) (3)

Dicho en lenguaje geoméirico ello significa que los pimtos en que la
tangente a la curva de productividad media ¥, cs horizontal, son los
puntos de interseceivn de dicha curva econ la curva de productividad
marginal x°;,

Vemaos, ante todo, que las selociones de (), si existen, no pueden
pertenecer a [B, b:], pues en dicho intervalo s (v) << 0¥ X, {vy) > 0.

Para analizar la existencia de dichas soluciones en el intervalo [a;, 8]

consideraremos los tres casos que pueden preseniarse:

CASO I:

La productividad media es menor aue la productividad marginal en
el punte donde esta {iltima aleanza su valer maximo, Es desir:

X (o) < x5 (a)

En ese caso podemos escribir:

X; (a) — x (ﬂ) < 0
% (B —xM (B) >0 (yvaquex; (vi) >0yx (8) =0)
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Del par de desigualdades anteriores se deduce que la funcién continua

Z(vi) = X (vi) — x"; {v,) se anula por lo menss una vez en un punto
Te (e, B).
Existe, pues, por lo menos un punto 7 ¢ {a, 8) que es solucion de (3):
xs (r) = x5 (7) (4)

Ahora bien:
Si aplicamos el teorema del valor medio:
S (r4+h)=x{(x)4+hxy 4+6L),0<8 <1
v recordamos que sl v + he {a B8), es:
x (tr + 8h) > x'; (1) para h < 0
i {(r + 6h) < x') (1) para h > 0
resulta que para todo h, tal que » 4+ he (a, 8):
x; (= + h) < x () 4+ b x7y (7}
x (v 4+ h) < rx, (v} -+ hx" (1) (5}

Teniendo en cuenta (4), la (5) se transforma en:
x; {(r + h) < (7 -+ h) x5 (r)
Por lo tanto: X, (v 4+ h) < X, (7), para todo h tal que:
m+ he (a 8)

Lo gue nos muestra que X; (r) es un maximo relativo de x; (v;).
Resulta, por otro lado, que 7 es el linico punto estacionario de X, (v,) en
[a, B]: pues si +” fuera otro, serfa necesariamente un méiximo relativo,
gegfin acabamos de ver. Como entre dos méaximoes relativos hay segura-
mente un minimo relative, existiria an punto 77 ¢ (o, 8) tal que x; {+77)
geria un minimo relative de X (v;), lo que es absurdo.

Supengamos ahora que exista un punto ne (&; a) gue sea solucién
de (3): '
X'y (p) = x5 (y)
Volviendo a aplicar el tecorema del valor medio y tomando cuenta
que si g -+ he (a;, a):
X's {n -} 8h) > x'; () para h > 0

x5 (g =4 60h) < x'y (9) para h < 0
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Encontrariamos que:

X; (w + h) > X (5), para todo h tal que 4 5 he (a;, a}.

Y repitiendo el razonamiento ya hecho, deduciriamos finalmente que
si existe un punto estacionario ge (a;, o), es finieo y corrcsponde a un
minimo relativo de x; (vy).

Dos alternativas (a) y {(b) pueden presentarse entoneces, siempre
dentro del caso I.

a) x {a1) € %’ {(a;); es deeir: la produetividad media en el origen
del intervalo de definicién es menor o ignal que la productividad marginal.
En esas econdiciones X; (vi) no admite ningln punto estacionario ne (a;, a),
pues si tal punto existiera seria necesariamente un minimo y por tanto
X; (v;) seria decreciente por izquierda en el punto 5. Como por otro lado
X () =x" () > x; (a;) > X; (a4), resultaria que entre a; v 5 existiria
un punte »’ para el eual X, (v;) pasarfa por un méximo relativo, lo que
es absurdo,

b) X, (a:) > x (a))

Tenemos entonces:
X; {a;) — %’y (a) > 0
Xy (a) — %'y (a) < 0

Por 1o tanto la funecién continua Z (v;) == x; (v;) — X’; {v;) se anula
en un punto ne (a5, o). Tal punto es la (niea raiz de Z (vi) = 0 en
{ai, a) y correspende al nico minimo de X (v;) en (a4, o).

En resumen: para que dentro del easo I, la funcién de produceitn x
cumpla con la ley del optimo téenico para el factor v, es necesario y
suficiente que se verifique la alternativa (a).

Se representa graficamente, a continuacién, la curva x; en relacidén
con la curva x’; para las diversas alternativas del easo T.

i x; (@) > & (a) x(a) > ¥ (a:)

Productividad marginal x;

Productividad media x;

T .
rlrm————

ai

Be cumple la ley del 6ptimo téenico: Y, es mondtona creciente en f{a,, r], mondtona
decreciente en [r,0,] ¥ pusa por un miximo en el punto .
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'} x {2)> 7 (2) x; (@) = & (a)

Productividad marginal x;

Productividad media X;

N —-———-

i
1
|
!
t
i
@

@ TE ;b.'

Se cumple la ley del éptime téenieo: %, es mondtona creciente cn fz; 7], monétona
decreciente en [, b,] ¥y pasa por un mAximo en el punto r. La tangente a X; en
¢l punto a, es horizomtal: X', (a;) = 0.

| x(@)> Fta)  a(a)< & (a)

&~ Productividad marginal x;

Productividad media X,

' i
1 t
1 |
! [
! [
| i Vi
l l ' 4 4’
ai T @ T ) T: L

No se eumple la ley del 6ptimo téemico: X; es mondtona deereciente en [a, #],
monGtona creciente en [#, 7], monitona decreciente en {7, b ], pasa por un minimeo
en el punto % ¥ por un méaximo en el punto 7.

CASO II

La productividad media es ignal a la produetividad marginal en el
punto donde esta Ultima alcanza su valor miximo. Es deeir:

Ei {a) = x' ('1)

Entonces v, = a, cs, por hipétesis, solucién de (3).

Si aplicamos nuevamente el teorema del valor medio y tomamos
cuenta que, en este easo, es:

' (o + & h) < %' (a) para todo h
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encontraremos que:

X (e +=h) > % (a) para h < 0
X (o 4+ h) < X (a) para h > 0
Lo que nos muestra que el punto v; = a corresponde a un punto

estacionario de inflexion de la produetividad media x; {(v,).

No puede haber otro punto estacionario r¢ (o, 8), pues en cse caso r
corresponderfa a un maximo de 3, (v;) ¥, por tanto,
X (v;) seria ereciente por izquicrda en el punto =
Como Xi(a) > X;(o) > x(t), resultaria la existencia
de un punto intermedio entre « y = para el cual ¥;(v;} pasaria por un
minimo, lo que es absurdo.

De manera aniloga sc demuestra que no puede existir un punto
estacionario ne (a;, a).

Por tanto, en este caso TT, la produectividad media ¥; es una funeidn
mondtona decreeiente en [a;, b;]. No se cumple la ley del 6ptimo téenico.

A continuacidn se representa graficamente el correspondiente aspecto
de la curva x,.

x; (@) = ¥a)

’

Productividad marginal x|

Productividad media T;

N e - - --

CASO III

La produetividad media es mayor que la produectividad marginal en
el punto donde esta tltima alcanza su valor maximo. Es deeir:

:‘Ei (a) > x' (e)
Entonces, teniendo cn euenta (2, resulta
T () <0

No puede existir un punto ne (2, o) que corresponda a un minimo
de x; (v;) pues, en ese caso, X; (v;) seria ereciente por derecha en 7Y
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como X; (v;) es decreciente en o, existiria un punts situado entre 7Y a
para el cual X; (vy) pasarfa por un miaximo relativo.

Tampoco puede existir un punto re («, 8) que corresponda a un
maximo de ¥ (vi} perque, entonees, X, (v;) serfa decreciente por
izquierda en v ¥, ¢omo X (a) > X {rj, exisliria un punto situado entre
a y 7 para el cual X; (v;} pasaria por un minimo relativo.

Par consiguniente en el caso ITI no se cumple la ley del éptimo téenieo
ya que X, {v;) es mondtoma decreciente en [ay, by], como se ilustra a
continuaeién ;

4 X (@) > xl(2)

L}
! Productividad media F;
]
]
: ' Productividad marginal x;
/!
1
1
i
'
]
: y
@ o

1]

De todo lo que acabamos de ver deducimos que, suponiendo verificada
la eondicién (1¢), la desigualdad X; (a:) > x’; (2;) involucra el no
cumplimiento de la ley del {ptimo téenico, mientras que la condicién
X (&) < x"y (a:) es sojo posible si se cumple que Xi (a) < x; {a)
{Caso 1, alternativa [a]).

Ello nos permite decir que es nceesario y suficiente para que la
funcién de produccién x cumpla con la ley del éptimo téenico para el
factor de producecidn vy, el que se verifique la eondicién (1°) y que la
productividad media de la variable v, sea en el origen a, de sa intervalo
de definicidn mener o igual que la productividad marginal:

X {a) < x' (&)

Es esta la forma més econdmica de formular la ley del éptimo téenico

a que nos habiamos referido anteriormente.

INTERPRETACION GEOMETRICA

Kl estudio de la curva X; puede encararse de la siguiente manera:
X; (vi) es la pendiente de un radio vector cuyo origen se aplica en et
origen de coordenadas y cuyo extremo describe la curva y = x (v);
los puntos estacionarios de X (v;) son los puntos de tangencia de dicho
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radio veector con la eurva vy =— x (v,). Lllo se rcpresenta graficamente
a continuacién para los tres casos gue hemos considerado:

CASO I — alternativa (a): x'; (a) > X (o) X (a1) < x7y (a;)

x
A" e Productividad x;

1
! {
1
! I
! . i

i : I )

- ! :
VN | | |
Sl |

Nl A : i l -
O P aQ a7 B 1 b,

OA OB y OC: radios vectores,
PA, QB y OC: tangentes.
a x, en los puntos A, B y C respectivamente.

N -— A ,
tg AOa, = x;(a;) tg APa, = x’(a))
tg BOa = X, (a) tg BQa = ¥’ (a)
t 00r = ;i(-r) tg COr = x' (7}

Se puede trazar una finica tangente OC desde el origen O a la curva X
la abseisa = del punto de tangencia C determina el énico miximo de x, siendo

tg or = ;1 (7). 8e cumple la ley del éptimo téenico.
Caso I, alternativa (b) ; X' i{a) > Xi{a) , Xi(a) > x(a))
<
‘ £ ’

el Productividad x;

g2l
- b J ]
Fooss !
,"' 0." /,,: : : V.'
e Lo VA Y G N — - —— 4—
P 0 Q a v x 1 B ¥ b

OA, OD, OB y OC: radios vectores. PA, OD, QB y OC: tangentes a x; en ios
puntos A, D, B y C, respectivamente, Se pueden trazar dos tangentes OD y OC desde
el origen O a la curva x,. Las abeisasy y 7 de los puntos de tangcncii DyC
determinan respectivamente el minimo y el méximo de X, siendo tg Dy =X, (1) ¥

tg C6r — X (7). No se eumple la ley del éptimo téenico.
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Caso II, x"i(a) = X(a)

X
[ B R
| Productividad x;
I
4
]
t
_ ! ] '
-1 1 : :
-
”"’ :'/lr : J ! :
— L 1 1 1 "y
..4-"‘ l —r *_ # ] LA
P 0 & a b4 5;‘

OA y OB: radios veetores PA vy OB: tangentes a x, en los puntog A y B, respecti-

vamente. 8¢ puede trazar una finiea tangente OB a la curva x; desde el origen O.

La abeisa o del punto de tangencia B determina el (nico punto estacionario de %,

que es un punto de inflexién, Se tiene: tg Bla = X, (a). No s¢ cumple la ley del
6ptimo téenico.

Caso ITL }i(a) > X'i(a)

X
- -
rd
Fd
1
H : Productividad x;
'
L- 1 ]
- 1 I
e ,l 17 ¥ | !
- b/ |
- £, | 1 i
- I, Ly 1 1
- -~ I ) i 1 1 'y,
. ” 7, " ¥,
l o < < 4 . > e
P Q O & g Y LY

OA y OB: radios vectorcs. PA y QB: tangentes a x en los puntos A y B, respecti-
vamente. No se puede trazar mninguna tangente desde el origen QO a la curva x,.
No ge cumple la ley del dptimo téenico.

CONSIDERACIONES FINALES

Cunando la funcién de produecién x cumple con la ley del 6ptimo
téenico para el factor V, es conveniente dar nombre a las diversas zonas
en que puede subdividirse el intervalo de definicidn [a;, bi]:

El intervalo semicerrado por izquierda [{a,, ) define ‘“la zona
hipoéptima de v;°’, en la cual la produetividad media x; es mondtona
creciente, el intervalo semicerrado por derecha (r, b,)] define ‘‘la zona
hiperéptima de v;’' en la cual X; es mondtona deereciente, mientras gue
el punto = donde X; (v,) pasa por un méaximo, define ‘el dptimo téenico
de v

El intervalo [(a; o) define ‘‘la zona hipomaxima de v;"’, en la cual
la productividad marginal x’, es mondtona creciente, el intervale (a, bi)]
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define ““la zona hipermixima de v, mientras yue el punto « donde x7;

(v;) pasa por un maximo define ““el miximo féenico de v 7.

En el punto a., la elasticidad marginal ¢ (a;) > 1, en todo otro punto
de la zona hipo6ptima ¢ (vi) > 1, en correspondencia con el 6ptimo téenico
de vi = r es g (7) = 1, en (7, B} es 0 < & < I, para vy = 8
es e; {(B) =0y tinalmente en (B, by)] es ¢ < 0,

Por dltimo vale la pena hacer notar que en los easos en que fuera
valido extender el origen del intervalo de definicién de v, hasta el origen
de coordenadas: a; — 0, las condiciones necesarias y suficientes para
que se cumpla la ley del dptimo téenico siguen valiendo textualmente
si definimos adecuadamente el valor de x; {v;) en el punto 0.

Dos easos (A) v {B) son posibles:

(A): x5 (vi) — 0. Podemos entonces definir
Ei (0) = lim X (Vi) — X’i (0)
V"ZO

(BY: xy (vi) > 0. Estamos forzados a definir x; (0) — w0

Por consiguiente la ley del 6ptimo iéenico para el factor v; sélo
se cumple en el case (A). Ks deeir que suponiendo, como siempre,
verificada lo condicidn (1°) vy ¢l intervalo de definicion del factor Vi
extendido abora hasta el origen de coordenadas, es necesario ¥ suficiente
para que se verifique la ley del 6ptimo téenico para v; que la ausencia
de ese factor anula toda produccidn sca cualquiera el valor que tomen
los demés factores.
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DAS GESETZ DES TECHNISCHEN OPTIMUMS
Zusammeniassung

Gegenstand der vorliegenden Arbelt fst dus Studinm des technischen Optimums
hinsichtlich der fortluufenden Produllicnsfunktionen.

Mun nimmt an, dass die Produktionsfunklion im Dimensionsintervall n

A €V K by mit gy >0, i=12...n

definlert ist, wobei crste Corthlaufende partielle Differentinlguotienten zugelassen
sind, aber das Vorhandenscin von zweiten Differentialquotienten wird nicht verlingt.

HMaw aimmt an, doss die Cremeproduiiivitii T (vy) zucrls mouoton positiv st
unter Anwachsen bis zim Maximam, von wo ab sie unter Abnabme monoten ist, bis
sie cin Minimum mii negativem Wert orreivhit, um dann uater Anwuachsen monotea
negativ zu sein,

Auf dieser Grandlage wird die Torm  der BDurehsehnittsprodultivitiitskurve
X (v;) aumalytiseh Fiir (die verschicdenen iille, die auftreten kimnen, abgelieitet,
womit mazn sehliesslich zur notwendigen wund ausreichenden Voraussetzung (ir die
Erfillung des Gesetzes des techuischen Optimums gelangl.

A interpresierus

Dinach erfolyt cine geonicing g der rrage unter Abschluss not

der Betrachtung des Spegialfalles a; =— o

LA LOI DE L'OPTIMUS TECHNIQUE

Bésumé

Ce travail se propose d'étudier la nommée loi de 1’optimus technique en rapport
avee les fonctions continuelles de produetion.

On suppose que la fonction de preduction est définic dans l'intervalle n di-
mensionel

&, < ¥, ( bi. avee 2, > 0, i —1,2,...n

olt en admet dérivatives partielles premidres continnelles mais 1’existence das
dérivatives partielles secondes n’est pas postuld. On suppose que la productivitd
margingle X' (v,) es! premidrement pesitive monotone ercissante jusau’atieindre
un maximum & partir duguel devient monotone déeroissante jusqu’atteindre nn
minimum avee valear mnégative pour devenir enfin monotone eroissante. Sor cotte
base on déduit analitiguement 1 forme de Ia courbe de productivitd moyenne
¥; (v.) dens les divers eas qu’on peut se présenter et finalement on arrive & Ia
condition néedssaire ot suffisant pour Daccomplissement de la loi de 1'optimus
teehnique.

Puis on domno une interpritation géometrique de la gquestion et on finit en

considérant le eas spéeial a4, — o.
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THE LAW OF THE OPTIMUM TECNITIAN
Summary

The object of this article is to study the so-ealled Law of the Optimum Teenitian
in relation to the continuous function of produetio,

Weo presume that the produetion funetien is defined by the dimention interval
of n.

a, Ly K b, witha, ~ 0i=12...1
where parcial first continuous derivatives are allowed, but the existence of parelal
gecond derivatives are not sought.

We presume that marginal produetivity x’, (v,) is first a positive monoteny,
inercasing until it reaches a maximum, after which it is a deercasing monotony until
it reaches a minimum of negative value, to later beeome an incressing negative
monotony.

Based on this we analitieally deduce that the medium produetivity curve
X; (v;) in the diffcrent cnses which may arise finally brings us to the necded
condition, sufficient to fulfill the Law of the optimum tecnitian.

This is followed by u geometric interpretation of the question, and concludes
by considering the special ease of a, — o.

LA LEGGE DELL’'OTTIMO TECNICO
Riassunto

Questo lavoro ha 1’oggetto di studiarc la cosi chiamata legge dell’ottimo tecnieo
in rilazione colle funzione continue di produzione.

8i suppone che la funzione di produzione & definita mell’ intervalo n dimensionale.

a v, < by, con a, > 9, 1 —1,2,...n
dove si ammette derivate parziale prime continue ma non si postula 1’essistenza
delle derivate parziale seconde.

81 suppone che la produttivitd marginale x*, (v;) & primeramente positiva mono-
tons crescente fin'un massimo a partire dal quale & monotona decrescente fin’un
minimoe con valore negativo, e pol si torna negativa monotona crescente.

Su questa base si pud dedurre analiticamente la forma della curva della produtii-
vith media ¥, (v,) nei diversi casi che possono presentarsi e finalmente si arriva alla
condizione necessaria e sufficente per 1’accomplimento della legge dell’ottimo teenico.

Poi si di un’interpretazione geometriea della guestione e si conclude considerando
il caso speciale a; — o.





