MODELOS DE OPTIMIZACION DINAMICA
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Introduccion

Tl comportamiento y objetivo de una empresa constituyen elementos
de gran importancia para la determinacién de la clase y cantidad de las
compras y ventas que la misma efectta en un espacio de tiempo determinado.
Tradicionalmente, se partié de la hipétesis que el fin de la empresa consiste
en maximizar beneficios dentro de las circunstancias que le son dadas. Sin
emhargo, este supuesto fue cuestionado por algunos economistas —particu-
larmente Baumol [1]— quienes sostuvieron, sobre la base de una observa-
cién detenida de la realidad, que no siempre es vélido.

Asi, se ha afirmado que un objetivo alternativo de la firma puede ser
la maximizacién del valor monetario de la salida (ventas) para un nivel de
beneficio dado. El argumento que permite racionalizar la hipé6tesis de ma-
ximizacién de ventas es sumamente simple: normalmente, un nivel bajo
de ventas —absoluto o relativo— ocasiona desventajas notorias al desen-
volvimiento de la firma (pérdida de distribuidores, escasa receptividad de
los deseos de la empresa por parte de los bancos y el mercado de dinero,
pérdida de poder monopélico, etc.); la importancia del volumen de ventas
hace que el oferente centre su atencién en él més bien que sobre el beneficio
mismo (siempre que éste alcance un nivel que permita mantener satisfechos
a los accionistas). En resumen, las circunstancias mencionadas anterior-
mente hacen que el oferente transforme a las ventas en el fin de la empresa.

La formulacién analitica del plan econémico a corto plazo de la firma
que maximiza el ingreso total sujeto a una restriccién de beneficio minimo
es bien conocida a partir de la obra de Baumol [1, eaps. 6 y 7], y ha condu-
cido a interesantes conclusiones, particularmente en lo que a propiedades
cualitativas de las funciones de demanda de factores productivos se refiere
(la posibilidad de existencia de insumos Giffen se discute en [7]). Debe tenerse
presente, no obstante, que es s6lo una descripcién instantidnea —cuya im-
portancia nadie objeta— de un proceso evolutivo. Estrictamente hablando
del andlisis a corto plazo, resulta la siguiente regla: una ves determinado
el precio del producto p*, que confiere un médximo al ingreso total y satis-
face el requerimiento del beneficio minimo, la firma debe continuar produ-
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ciendo el volumen 4ptimo x* —correspondiente a p*— ad infinitum, siem-
pre que las condiciones de mercado y la tecnologia permanezcan iguales.

De acuerdo a lo expuesto precedentemente, la limitacién del planea-
miento a corto plazo es evidente. De ahi entonces que resulta de gran im-
portancia tener a nuestra disposicién modelos que proporcionen criterios
ttiles para resolver problemas de toma de decisiones en un marco dindmico.
{C6émo podemos determinar el curso del precio a través del tiempo de tal
manera que confiera un mdximo al valor capitalizado del ingreso y al cabo
de T afios el valor capitalizado del beneficio tenga una magnitud dada?
{Qué valores debe tomar a través del tiempo el pardmetro de accién de un
empresario cuando el objetivo de la firma es maximizar el valor capitalizado
del ingreso y disponer del capital necesario para los fines de financiacion
de la empresa? Estas preguntas pueden responderse con la ayuda de las
téenicas de optimizacién dindmica. En efecto, como lo haremos ver ulte-
riormente; la primera de ellas conduce a un problema zsoperimétrico, mien-
tras que la segunda puede responderse utilizando el Principio de Mdximo
de Pontryagin.

El empleo de los métodos de optimizacién temporal en el anilisis eco-
némico ha permitido brindar explicaciones rigurosas a problemas sumamente
importantes, tales como el andlisis dindmico del monopolio [4]. Por otra
parte, como lo ha demostrado recientemente el profesor Dorfman (2], los
teoremas fundamentales de la teoria de la optimizacién dindmica pueden
obtenerse mediante razonamientos de caricter estrictamente econémico.

El propdsito principal del presente trabajo es la construccién de mo-
delos formales que permitan derivar criterios para la maximizacién de las
ventas (descontadas) a largo plazo. Consideraremos dos modelos distintos
que intentan responder las preguntas formuladas mds arriba. El modelo 1
descansa en el supuesto que el oferente construye una funcién conjetural
de salida precio dindmica para el producto que elabora y ofrece. En el mo-
delo II, en cambio, estamos interesados en la relacién que existe a largo
plazo entre el ingreso y el beneficio contemplando los requerimientos de
capital necesarios para financiar el crecimiento de la firma. Se supone en
ambos modelos que la variable decisoria es el precio del producto.

Mobkro I

1. 1. Consideraciones preliminares

Antes de enunciar los supuestos bésicos, definiremos que se entiende aqui
por funcién conjetural de salida-precio dindmica. Para ello, veamos como
construye el oferente su funcién conjetural de salida-precio cuando efectiia
un planeamiento a largo plazo. Supongamos que el oferente estd en condi-
ciones de fijar el precio de venta de la mercancia considerada mientras que
los compradores determinan la cantidad que estan dispuestos a comprar
a ese precio teniendo también en cuenta el desarrollo de los precios en pe-
riodos posteriores. El oferente elabora (mentalmente) la funcién conjetural
de salida-precio considerando dos elementos: el curso de los precios a tra-
vés del tiempo, p (f), y la tendencia del precio, p (¢), en el intervalo [0, T1].




MODELOS DE OPTIMIZACION DINAMICA PARA LA FIRMA. .. 313

Si establece el precio p (¢) con un tipo de crecimiento p (f), cree poder ven-
der la cantidad z (). Se observa entonces, que a cada par (p, p) asigna un
ntimero —inico— no negativo x. Por lo tanto, la cantidad que planea ven-
der resulta ser una funcién de p y p que designaremos con la siguiente férmula

especifica:
s =xz@®, p®)). (1

La aplicaciéon (1), que denominaremos funcién conjetural de salida-precio
dindmica, se refiere a una empresa de produceién simple, pero, claro estd,
no existe ébice alguno para extender este concepto al caso de una empresa
de produccién miltiple.

Observacion 1.
Debe tenerse presente que una tendencia decreciente del precio,
p ) <0,
normalmente, disminuird la salida en el momento ¢, mientras que una ten-
dencia alcxsta
p (@) >0,

la aumentard y tanto més cuanto mayor sea el alza.

Observacion 11.

Si bien, naturalmente, la derivada de una funcién derivable estd deter-
minada una vez presentada la funcién, podria parecer innecesario mencionar
la derivada tanto como la funcién, sin embargo, es conveniente enfatizar
el cardcter de la funcién conjetural de salida-precio dindmica mediante la
notacién explicita de la férmula (1).

1. 2. Supuestos

Las hipdtesis bdsicas que nos van a servir como punto de partida para
el andlisis son las siguientes:

a) el fin de la empresa consiste en maximizar el valor capitalizado del
ingreso total sujeto a un valor capitalizado (fijo) del beneficio en
un espacio de tiempo [0, T'] que comprende varios periodos econémi-
cos;

b) el oferente cuenta con que la salida del producto que elabora de-
pende del precio p () que él fija y del tipo de crecimiento del mismo
a través del tiempo, p (t);

¢) la funcidn de costo total minimo para cada nivel de produceion,
¢ = ¢ (), permanece inalterada en el lapso desde { = O hasta t = T
v es una funcién continuamente diferenciable con respecto a z;

d) el precio de la mercancia p (¢), como asi también su derivada pri-
mera P (), varia continuamente en el intervalo [0, T7;

e) la funcién conjetural de salida-precio dindmica es continua con
respecto al par de variables (p, p).
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L. 3. Valor capitalizado del ingreso y del beneficio

Si la cantidad x se vende al precio p ({) el ingreso y el beneficio —por
unidad de tiempo— estdn dados respectivamente, por

R (p, p)=pz (p, D) @
= (p, p) =R (p, p) —C [z (p, P)] 3)

La funcién (3) proporciona la tasa a la cual se gana el beneficio neto
en el instante ¢ como resultado de tomar la decisién p (¢). El valor capita-~
lizado del ingreso referido al intervalo [0, T} es la suma —extendida a todos
los instantes— de las tasas, descontadas en t = 0, a los cuales se estd ven-
diendo la mercancia. Analiticamente, podemos escribir

y

T
1 =§ e R (p, p) di, 4)
o

siendo r la tasa de interés del mercado (dada). Antes de avanzar un paso
mds en nuestra investigacién, analicemos detenidamente la expresién (4):
la integral hace corresponder a cada funcién p (f) —esto es, a cada decisién—
un valor capitalizado del ingreso, o sea que, técnicamente hablando, I re-
sulta ser una funcional que depende de la funcién p (f) ([3] pdg. 62). En
otras palabras, si llamamos P a la clase de todas las funciones admisible:
v E,*, el conjunto de todos los niimeros reales positivos, la integral (4) aso-
cia a cada decisién p (¢) € P el correspondiente valor capitalizado del ingreso
referido al intervalo [0, T]. El diagrama I puede ayudar a la intuicién ha-
ciendo “ver” la ley de correspondencia

DIAGRAMA T
£

I[p(t)]

Lecisiones

ﬂ‘l*
Valores capijtalizados

! La clase P se define, rigurosamente, como sigue:
P={pW|pW) >0Ap®) eC ¥tefO,T]}.
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Resumiendo, podemos escribir la aplicacion del conjunto de decisiones
en E,* con la notacién habitual I = P — E,*, o bien mediante una férmula
especifica que nos serd ttil mis adelante:

T

I1p ) = j e R [p (O, b O) dt ®)
o .

Andlogamente, el valor capitalizado del beneficio —que proporciona
la suma de las tasas a la cual se gana el beneficio en cada instante ¢ descon-
tadas la fecha inicial (¢ = 0) y sumadas para todos los instante—- estd defi-
nido por la funcional U: P — E,*, que en férmula especifica se escribe

T
Bp®] = 5 et [p (), p )] dt (6)
O .

Una vez presentadas estas consideraciones preliminares estamos en
condiciones de pasar a analizar el problema central de la toma de decisiones
en un contexto dindmico para aleanzar el objetivo establecido por el oferente.

1. 4. El problema de optimizacion dindmica

Dado que el pardmetro de accién del oferente es el precio de la mer-
cancia, éste puede elegir, en principio, cualquier funcién p (t) ¢ P. Pero,
como estamos suponiendo que el fin de la firma consiste en maximizar el
valor capitalizado del ingreso —I— para un valor capitalizado (dado) del
beneficio, seleccionard un sendero p*(¢) ¢ P que maximiza I [p (f)] ¥y que
—conjuntamente— satisfaga el requisito de beneficio minimo.

Se plantea entonces la cuestién de hallar la decisién p*(t) ¢ P que con-
fiera un méximo a la funcional

T

Ip®= J e R (p, p) dt
o
sujeto a (M
T
B [p ()] =§ e« (p, p) dt = B,
0

donde el nivel de B se determina teniendo en cuenta esencialmente que el
mismo permita mantener a los accionistas satisfechos.

Hemos arribado asi a un problema variacional de extremos vinculados
—llamado problema isoperiméirico— que puede resolverse utilizando las
téenicas del cdleulo de variaciones([(3], pp. 139-143). El procedimiento para
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el caleulo de la funcién p*(f) es esencialmente anilogo al método de los multi-
plicadores de Lagrange de la teoria cldsica de la optimizacién. Consiste en
lo siguiente:

Se construye la funcional auxiliar
Fp,py=c™[R (pp)+r7 (p, Pl 8)

siendo A una constante, y se procede a escribir la ecuacién de Euler corres-
pondiente a la funcional combinada (8)

aF  d ar
ap dt 9p

= 0. 9)

Un valor capitalizado del ingreso méaximo solamente puede alcanzarse
a lo largo de las curvas integrales de la ecuacién (9). Estas curvas integrales
dependen de tres parimetros —A\ es uno de ellos— que se determinan me-
diante las denominadas condiciones de contorno y la condicién isoperimétrica

T
( etr (p, p)dt = B (10)
YO

Denotaremos la familia de curvas integrales —técnicamente denominadas
extremales— como sigue:

p=p (ty C1, C2, )‘) (11)
Observacion I11.

Si el oferente fija el precio inicial

p (0) = p°
y el precio en
{ = T’ D (T> = ply

los valores convenientes de las constantes arbitrarias pueden, en general,
determinarse a través del sistema

p (O, ¢1, e, N) = p°
4 (T; C1, €3, >‘) = PI (12)

T
§ ertrdt =B
O
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Una vez resuelto el sistema (12), obtenemos una coleccion (e;*, co*, N¥),
resultando entonces

p*(t) =P ([’) cl*; 02*7 )‘*)y (13)
definida en [0, T] (véase Figura 1).

Ap(t) FIGURA 4

— !

lp
]
|
f
|
1

_—

?-

Il valor capitalizado del ingreso —normalmente miximo— se determi-
na sobre la base de (5), o sea,

@]

I‘T
I[p*<m=j R A, PHO) . (1)
(o]

Mopzro II

IL. 1. Objeto

Es bien conocido que, a largo plazo, las ventas compiten con el beneficio
de.una empresa. En efecto, un nivel demasiado alto del beneficio reduce,
por lo general, la cuantia de las operaciones de la firma, en tanto que un
volumen sumamente bajo de aquél resulta ser un ¢bice importante para la
expansién de la empresa (el beneficio es un medio para obtener el capital
necesario para financiar los planes de expansién). El modelo que trataremos
a continuac’én contempla precisamente la relacion entre el beneficio y las
ventas desde el punto de vista de un planeamiento a largo plazo. Nuestro
primer paso consistird en la presentacién del modelo formal para poder luego
enunciar los criterios pertinentes en un contexto matemdtico preciso.

I1. 2. Enunciado del problema

Denotemos con f° (p, =, 1) la tasa a la cual se efectian las ventas en el
momento ¢ (descontada en { = 0) como consecuencia de establecer un bene-
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ficio = y de tomar la decisién p. Entonces el ingreso total (descontado) refe-
rido al lapso [0, T] se expresa —analiticamente— por

T

V=Vip©®l =§ folp (0, =), 4 dt, (15)

0

es decir, el valor capitalizado de las ventas es la suma para todos los ins-
tantes de las tasas a las cuales se efectdan las mismas en cada instante des-
contadas a la fecha inicial ¢ =

Aun cuando el precio es el pardmetro de accién del oferente, como en
el modelo I, no puede seleccionarse independientemente del hecho que el
beneficio guarda relacién con el capital necesario para financiar la expan-
sién de la firma. Esta restriccién la expresamos escribiendo el tipo de creci-
miento del beneficio a través del tiempo en funcién de la decisién tomada,
p (1), del beneficio vigente, = (¢), y del tiempo ¢:

d7r

=/ O, 1 (16)

Se supone que para cada valor inicial = (0) = 7, la ecuacién diferencial
ordinaria no auténoma (16) posee una solucién tnica = (f) (también llamada
trayectoria).

Veamos, antes de continuar con nuestra investigacién, como formula
el plan econdmico a largo plazo el oferente en cuestién. Primeramente, espe-
cifica un sendero cualquiera del precio a través del tiempo, que designamos
p (t) y suponemos que pertenece a la clase P definida anteriormente?; técni-
camente, P recibe el nombre de regién de control y se dice que p (f) ¢ P es
una funcién de control. Debe decidir también acerca de la extensién del ho-
rizonte econémieo y establecer cual es el nivel inicial del beneficio ‘que man-
tiene conformes a los accionistas. La coleccién

U=3p®»,0,T,m ; (17)

constituida por una funcién de control p (£), un horizonte econdémico [0, T]
y un beneficio inicial =, se denomina proceso de control. Observemos que a
cada proceso de control le corresponde una solucién = () —llamada res-
puesta— de la ecuacién diferencial (16). Por lo tanto, para cada proceso

2 Aqui suponemos que las funciones p (¢) son continuamente diferenciables pero el andlisis
puede extenderse al caso en que sean acotadas y seccxonalmente continuas (con discon-
tinuidades de primera especie finitas).
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de control U existe un valor capitalizado del ingreso V [p (£)] —dado por
la férmula (15)— que resulta ser una funcional definida en el conjunto de
los procesos de control. El diagrama II sintetiza lo que hemos dicho hasta
ahora.

DIAGRAMA X

mit)

Solucion de la

usfp(t)o, 7500}

plt):funcion de

V[p(t]

control

]

PROCESO 0E_CONTROL RESPUESTA " YALOR CAPLTALIZADO

DS VENTAS

En virtud de la hipétesis que la empresa trata de maximizar el valor
capitalizado del ingreso, el oferente seleccionard aquel proceso de contro!

U* = {p*®), 0, T, v}
tal que se verifique

Vip®]=V [p*®)] (18)

para cualquier otro proceso de control U que lleve el punto = (0) = =, al
7 (T) = 7, esto es, tal que la respuesta satisfaga la condicién

(T) == (19)

El proceso de control U* es, claramente, un proceso de conirol éptimo.
La trayectoria n*(t) correspondiente a U* es una respuesta éptima. Resu-
miendo, el oferente elegird la trayectoria p*(f) solucién del siguiente proble-
ma de toma de decisiones en un contexto dindmico

; T
\ j | |
Mix. 3 Vp (B)] = ° (p, =, 1) dt 20
p(t)( [p (O] Of (@, =, 1) g (20)
sujeto a:
T _p o0,

dt

donde 7 (0) = =, estd preasignado y se requiere, ademas, que = (T) = 7.
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I1. 3. Condiciones necesarias para el éptimo (principio de mdzimo continuo)

- Resulta claro al tener en cuenta las consideraciones precedentes, que
estamos ante un problema de control éptimo. Nuestro problema original
(20) puede presentarse todavia en una forma alternativa sumamente ttil
para la aplicacién del Principio de Maximo Continuo [6]. Definamos una
nueva fuccién Z (f) tal que su derivada primera coincida con la tasa a la
cual se realizan las ventas (descontadas), es decir,

dZz

— = e H , te[0,T] (21)
y observamos que, integrando respecto de ¢, resulta
T
Z(1)—Z(0) =S P@mhd=V . (22)
o ’ '

Si suponemos ahora que Z (0) = O, el problema de optimizacién di-
ndmica enunciado al principio se reduce al siguiente

Mix. Z (T),

4
sujeto a:
dZ
——dt—"‘ —_..fo (py T, l)
(23)
: dﬂ_ . 1 . . N . . . : : ..
*“(‘lt—.—f (p, m b))

con las condiciones iniciales = (0) = m,, Z (0} = 0. Es decir, se trata de
detectar el proceso U* para el cual la solucién (Z*(¢), *(?)) del sistema dife-
rencial (23) que satisface las condiciones iniciales :

[ ™ =m o
| | (24)
( Z(0) =0

confiere un miximo a Z (7).

" Estamos ya en condiciones de proceder a la aplicacién del Principio
de Mdxzimo Continuo de Pontryagin: construimos la funcién Hamiltoniana,
que resulta de multiplicar el miembro de la derecha de cada ecuacién dife~
rencial por su multiplicador de Lagrange asociado y sumar dichos productos,

1
H[p @, 7 0, M0, MO, =Y N0 PP @, =0, 0, (25)

i=0
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y escribimos las condiciones necesarias para un maximo

oH
p =0
OH  d
N dt _
J (26)
3H  dZ
N, dt
oH _ dr
aN dt ’

con las condiciones de contorno

‘ * (0) = 7, ‘ AT = —1
(27)

{0 (e =o.

I
=

Observacion 1V. »

Se supone que las funciones fi (p, =, ) (j = 0,1) son continuamente
diferenciables dos veces con respecto a , una vez con respecto a p y son
continuas con respecto a (.

Observacién V.

El problema de optimizacién asociado al modelo que estamos tratando
puede resolverse también recurriendo a las técnicas cldsicas para problemas
variacionales de extremos vinculados ([3], esp. pp. 136-139).
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MODELOS DE OPTIMIZACION DINAMICA PARA
LA FIRMA QUE MAXIMIZA VENTAS

Resumen

Se analiza el plan econémico a largo plazo de una empresa de produccién simple
cuyo fin es la maximizacién de ventas (desecontadas). El pardmetro de accién del empre-
sario es el precio del producto. Con la ayuda de las técnicas de optimizacién temporal se
presentan criterios matemdticos Gtiles para resolver dos problemas centrales en materia
de toma de decisiones en un contexto dindmico: maximizacién del valor capitalizado del
ingreso para un valor capitalizado (fijo) del beneficio (Modelo I) y maximizacién de ventas
teniendo en cuenta los requerimientos de capital para financiar el crecimiento de la firma
(Modelo II).

OPTIMIZATION MODELS FOR A SALES - MAXIMIZING. FIRM. .

Summary

This paper deals with the decision problem of a firm that whishes to maximize its
total revenue —defined as the discounted present value of the future stream of returns—
over some period of time. The decision variable is the price of output. To handle this
problem some resources of the theory of functionals are used.






