PROPIEDADES DE SEMICONTINUIDAD INFERIOR
DE LAS FUNCIONES DE COMPORTAMIENTO*

Jurio H. G. OLivera**

Motivacion. La moderna teorfa del valor ha examinado detenidamente
las propiedades de semicontinuidad superior de las funciones de demanda
(e.g. [2], cap. 4) como paso preparatorio del uso de teoremas sobre punto
fijo (Eilenberg-Montgomery, Kakutani) en la demostracién de la existencia
de equilibrio general. No se han investigado, en cambio, las propiedades de
semicontinuidad inferior, a pesar de que también ellas originan interesantes
consecuencias topolégicas ([4], I, pag. 173-182; II, pég. 57-75; [1], pig.
114-125; [3]).

Hipétesis. Tomamos de la teoria del valor los siguientes hechos:

A) La funcién de demanda expresa las acciones de equilibrio del con-

sumidor en la satisfaccién de sus preferencias.

B) Dicha funcién estd definida sobre un (n-1)-simplex real cerrado

con valores en 2%%, donde E denota el espacio euclideo.

C) La imagen de cada vector del dominio es no vacia, compacta y

convexa, y cada vector es ortogonal a su imagen.

Definicion 1. Sean X e Y espacios topolégicos. Una funcién F : X — 2¥

se llama semicontinua inferiormente en xo€ X si, para cada abierto G tal
que Fzo NG = &, existe un entorno U (o) tal que

2 €U (xo) > Fe NG = .
F se denomina semicontinua inferiormente si satisface este requisito en cada
punto de X. Dicha condicién equivale a la de que
FG={zeX FxNG=J}
sea abierto en X para cada abierto G en Y ([1], pag. 115).
Notacion 1. F, funcién de demanda del consumidor; P, dominio de F;
d, frontera de un conjunto, relativa al subespacio afin més pequefio que lo
contiene.

Definicion 2. Diremos que una funcién de punto a conjunto es no {rivial
si la imagen de al menos un punto del dominio posee més de un elemento.

* La presente nota forma parte de una investigacién més amplia sobre estas funciones.
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Teorema 1. St la funcién de demanda del consumidor es una funcién no
irivial de punio a conjunto, no es semicontinua inferiormente.

Demostracion. Sea po € P tal que Fp, contenga més de un punto. Si des
la dimensién del hiperplano al que pertenece Fpo, el nimero de vectores
de P perpendiculares a dicho hiperplano esn-d. Llamemos @ al conjunto de
estos vectores. Sea p; € Q. Sizo€ Fpo N Fp; podemos afirmar que 2, €9 Fp,.

En efecto, p;z no puede ser constante sobre el conjunto {z:2€ Fp, .
Ademds debe alcanzar un minimo sobre ese conjunto, que es compacto.
En vista de la convexidad de Fp,, se sigue que el minimo debe ocurrir en
d Fpo. De esto resulta inmediatamente que existe una esfera abierta B (zy),
donde 2,€ Fp,, tal que F~ [B(z1) N Fpol= Q. Puesto que @ es un conjunto
finito, el teorema queda demostrado.

Observacién 1. Si Cp es el conjunto de puntos no inferiores a Fp en las
preferencias del consumidor, y Hp el conjunto de puntos no més caros que
Fp a los precios p, puede demostrarse que las funciones p 1= Cp y p|— Hp
son semicontinuas inferiormente ([5], pdg. 68-69). Dado que Fp = CpN H p,
el teorema anterior proporciona una ilustracién del hecho de que la intersec-

ci6n de funciones de punto a conjunto continuas no es necesariamente con-
tinua ([4], I, pdg. 180).

Notacién 2. F,, funcién de demanda del consumidor 7ésimo; F, funcién

T
de demanda del mercado; r, niimero de consumidores. F = Z F. En lo
demés se mantiene la notacién 1. i=1

Teorema 2. Si la funcién de demanda de al menos un consumidor es no
trivial, la funcién de demanda del mercado no es semicontinua inferiormente.

T
Demostracion. Sea m = Z x;, donde z, es un punto arbitrario en F,po,

im2
i =2, ...,r. Consideremos Fip,+ m. Este conjunto estd contenido en Fp,.
Obviamente, F1po + m es cerrado y homeomorfo a Fip,. En consecuencia,

si F1po contiene mis de un elemento, existe un abierto S tal que
F7(SNFipo+ m) = Q.
Repitamos ahora la operacién hasta formar
U { Fipo+ m, ;0 € 4 } = Fpo,

donde 4 es un conjunto indice. Para cada Fipo + m, sea S, un abierto tal
que F~(S, N Fipo + m,) = @. Observemos que

{US) NFpo = UalSaNFipo+m, .
Por lo tanto,
Fo({UaSa} N Fpo) =UAF (SuNFipo+ m,) = @,

resultado que demuestra nuestra proposicién.
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Observacién 2. Los teoremas 1 y 2 valen asimismo para las funciones
de oferta y para las de demanda excedente. El método de demostracion es
idéntico.

Ejemplos:

a) Funciones no triviales de demanda ocurren cuando las preferencias
del consumidor son convexas pero no estrictamente convexas, es
decir cuando las tasas marginales de sustitucién son sélo no decre-
cientes. ‘

b) En caso de que la tecnologia tenga la forma deseripta por el “‘andlisis
de actividad”, las funciones de oferta son no triviales.
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