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VARIABILIDAD DE PRECIOS RELATIVOS EN MODELOGS
DE GENERACIONES SUPERPUESTAS* *~

ALFREDO M. LEQONE ***
l. Introduccion

Durante los ultimos afios han surgido criticas de inusitada
intensidad con respectc a la forma tradicional de enfocar cuestiones
macroecondémicas. Tales criticas han afectado tanto a las técnicas
econométricas come a la metodologia tedrica. .

Por una parte, es generalmente aceptado después de la famosa
“critica de Lucas (1976)"1 que las estimaciones economéiricas de |0s
modelos macroecondmicos no tienen valor para efectuar prediccicnes
condicionales, es decir, para predecir y evaluar el comportamienio del
sistema bajo lo que puede considerarse como un cambio drastico en la
politica economica.

En el campo teérico se ha afirmado? que los modelos macro-
economicos adolecen de inconsistencia légica. Tradicionalmente, un
modelo macroecondmico consistia de una serie de ecuaciones que
- Este trabajo estd basauo en el tercer capitulo de mi tesis doctoral en la Universidad

de Minnesota (EE.UU,). Agradezco a los profesoras Oswald H. Brownlae, Nail

waliace, Edward M. Foster, Takatoshi !to, Terry Roe y a mi amigo y ¢colega Rodol-
fo Manuelli por sus interesantes comentarios y sugerencias.

Agradezco también los comentarios recibidos a la version deterministica de este mo-
delo {Ver Leone (1983)) efectuados por Guillermo Escude v Adoifo E. Buscaglia.

bl Este trabajo fue presentada en un seminario interno del Centro de Estudios Mene-
tarios y Bancarios del Banco Central de la Republica Argentina y en la XiX Reu-
nién Anual de la Asociacién Argentina de Economia Politica realizada en Puerto
tguazd, Misiones {1984). Agradezco Jos valiosos comentarios ¥ sugerencias recibidas
de los miembros de aquel seminario y de Danlel Heymann gque fue el comentarista
del trabajo en aguella reunidn.

v Miembro del Centro de Estudios Monetarios v Bancarios {C.E.M. y B.) del Banco
Central de la Republica Argentina. Las opiniones vertidas son propias ¥ no repre-
sentan necesariamente las de la Institucion a la que pertenece.

1 Ver también R.E. lucas Jr. y T.5. Sargent {(1979).

2 Ver J. H. Kareken y N, Waliace (1980} v J. Bryanty N. Wallace (1080).
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describia el funcionamiento de la econom/a. Cada una de esas ecua-
ciones, por ejemplo, describia el comportamiento de demandas u ofer-
tas especiticas. Cada una de estas ecuaciones se justificaban apelando a
distintos modelos subyacentes de equilibric parcial. Por giemplo, la e-
cuacion explicativa del consumo se podia justificar apelandoa ia teoria
del consymo desarroilada por M. Friedman {1957) la funcion demanda
de dinero podia basarse, por ejemplo, en el modelo de composicion de
cartera de Tobin (1868). Otras ecuaciones {(particularmente aquellas
que describran el proceso de formacion de expectativas) eran postula-
das en forma ad hoc, es decir, sin mayor fundamento tedrico. En el
mejor de los casos el modelador sélo se preocupaba en demostrar qgue
cada uno de los modelos tedricos de equilibrio parcial a los gue habla
apelado “implicaba' la correspondiente ecuacion. Ningdn esfuerzo se
hacia para comprobar que cada uno de esos modsios Y SU correspon-
diente ecuacion eran “equivalentes” ni para demostrar gue es0s distin-
tos modelos eran mutuamente consistentes, La consecuencia de esta
metodologia es que es muy facil adoptar especificaciones para aigunas
ecuaciones que contradigan las implicaciones de los modelos de equili-
bric parcial a lcs que se acude para justificar otras ecuaciones del
sistema. En otras palabras, la no "‘equivalencia” entre modelo Y ecua-
cion y la falta de consistencia entre los distintos modelos tedricos
impiden a! wsuario del modelo macroecondmico completo apelar
“simultdneamente” a todos esos modelos teoricos para justificar el
sistema de ecuaciones de! modslo macroecondmico.

Las criticas sefialadas han creado incentivos entre los investi-
gadores para buscar formas alternativas para ¢l analisis de cues-
tiones macroeconomicas. Una de esas formas es la de postuiar y utilizar
modelos intertemporales de  equilibrio general, convenientemente
adaptados para simular el comportamiento de una economia v estudiar
dentro de ese marco los efectos de cambios en las politicas econdmicas
y en otros parametros de esa economia® Resulta entonces de interés
estudiar fas implicaciones de modelos de este tipo.

£l presente trabajo ofrece una versidén de un modelo intertem-
poral de equilibrio general conocido como de '‘generaciones super-
puestas” vy desarrollado originalmente por Samuelson {1958), Més
precisamente el objetivo es presentar una estructura tedrica que pueda
generar correlaciones entre series de tiempo correspondiente a distin-
tas variables y variabilidad en las mismas.

En particular, este trabajo presenta algunos resultados en esa
direccion con respecto a las decisiones de consumo de bienes durables
y no durables y de ahorro v al comportamiento de la tasa de inflacién
y de los precios relativos. La seccion |1 describe el modelo tedrico que

3 Esta matodologia es sugerida, entre otros, por R.E. Lucas (1980},
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es una version esiocastica del presentado en Leone (1983). La tercera
seccion considera el problema de optimizacidn gue enfrenta un indivi-
duc represeniativo de cada generacidon. En esta seccidn se analiza tam-
bién el problema de existencia de equilibrio en la economia que se
describe. Dado que la existencia de equilibrio no es demostrada riguro-
samente se presenta un argumento gue permile postuiar funciones que
pueden ser consideradas como funciones de equilibric. Se estabiecen
también las condiciones gue estas funciones deberian satisfacer para
ser consideradas funciones de equiiibrio y se presentan algunas propie-
dades de las funciones de equilibrio sugeridas. Obviamente, estos resul-
tados estéan cendicionados a la existencia de tales funciones. La Ultima
seccion presenta algunas conclusiones y sugerencias para trabajos futu-
ros.

Il. El modelo: Caracteristicas y sunuestos?

Se supone una econom(a habitada por individuos que viven du-
rante dos periodos de tiempo. La variable tiempo (t) es aqui una va-
rigble discreta. Ademds la economia tiene las siguientes caracteristicas:

a) Poblacion.

La economia evoluciona a partir de una fecha inicial t = 1.
En cada periodo (t 2 1} aparece una nueva generacion {la generacién
t) que estd presente en fa economia durante los perfodosty t + 1, En
consecuencia, en cada perfodo de tiempo t, ¢ 2 1, ia poblacidn est
integrada por N {1} jovenes, los miembros de la generacion t, v N (t -
1} ancianos, los miembros de la generacion t - 1, Se supone gue:

N{t) /N(t-1} = (1 +n) (i)
dende, n 2 0 es la tasa de crecimiento poblacional.
b} Tipos de bienes, tecnologfas, preferencias y dotacion de recursos.

Dos tipos de bienes son producidos en esta economia: bienes
perecederos (Y) v bienes durables (X). Caca individuo “h’"' de la gene-
racion t posee exclusivamente durante su juventud una cantidad posi-

4 Los supuestos del madelo acerca de la poblacidon, tipos de bienes, tecnologias de
produceién, preferencias y dotacion de recursos de los individuos en la economia
gue se considera, son los mismos que los presentados en Leone (1983) pero se
repiten agui para facilitar !a lectura. Como se vera mas adelante existen diferencias
con respecto a los supuestos acerca del comportamiento del gobierno.
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tiva de tiempo de trabajo (gue denotaremos por I" (1)} v una tecnolo-
gla que emplea trabajo para producir cada uno de los dos tipos de
bienes citados. Los individuos sdlo consumen durante su vejez. Las
tecnologlas disponibles pueden ser representadas por las siguientes
funciones de requerimientos de trabajo:

P = A" (1) (i)
P = B Y™ (1) (i)
A{0) = B0} = (0) (iv)

AXM () >0, B Y ) >0 AT XN (>0, B (Y {0) >0 (v)
B (YM" (1)} = OQcuando¥y" {t) = 0 (vi)
AT (X (1)) = Ocuando XM {1) = 0 (vii)

Los individuos de distintas generaciones son idénticos en cuanto
a la cantidad de tiempo de trabajo de que disponen (1" (1) durante su
juventud, cero durante su vejez) y en cuanto a sus posibilidades
tecnoldgicas y sus preferencias. Estas preferencias pueden ser represen-
tadas por la siguiente funcion de utilidad.

UP (e (0, K (U, ch (0, K () = 2 a Frol ik (o)) (il
Tt =1

donde, ¢ (t), kI (t} denotan e! consumo durante el perfodo i del bien
perecedero v el stock del bien durable durante ese mismo periodo,
respectivamente.

Asimismo, se supone que;

0<a, <a, £ {ix)

{*) es una funcion creciente, sstrictamente concava v dos veces  (x)
diferenciable

F'{s) -» oo cuandos — O {xi)

g {cl.h (), k;‘(t}), i- 1, 2es una funcidn homogénea de grado 1 en sus dos
argumentos vy, ademas, g {.; : R% —= Ry

Parai: 1,2y c"(t) > 0, k:‘ (11 > 0

[9g {c (1},

KM (1)) 7 Bk ()] [\/ e 1)
g (c (1, kM) 7 ach {0y — KM
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donde, Vi) > 0,V (1) > 0

ch 1) A r el {17
Y i - 0 cuando — =+ 0
kg | K]
. . . -
y ch (1) 4 ch (1)
— oo cuando —t ] & oo
L K" (1) L KD (1)

Por otra parte, con respacto al bien durable, se supone que cada
individuo h de la generacién t, t 2 1, puede producir, comprar ,
vender y/o alquilar a/ de otra persona este bien, En este sentido, se
define:

R = k:‘ (1} - Dih(t) 1,2 (xiv}
donde,

D*i‘ {t): denota las compras dei bien durable efectudas por ei individuo

h de la generacidn t durante el periodo |,

R'; (t): denota la cantidad del bien durable que el mismo individuo ha

alquilado durante el periodo i.

Finalmente, las posibilidades de almacenamiento estan dadas
por las tasas de depreciacidn que para los dos tipos de bienes existen-
tes en esta economia son constantes en el tiempo e independientes del
uso de los mismos. Estas tasas de depreciacion satisfacen las siguientes
expresiones;

§ =1 _ (xv)
¥

D<s < {xvi)
donde,

5,y 86! denotan las tasas de depreciacion del bien perecedero y
de! bien durable, respectivamente,

¢} El comportamiento del gobierno

Un elemento clave en la estructura tedrica que se considera agu i
{en particular, si se estd interesado en generar algln tipo de relacion
entre las variancias de distintas variables) es la existencia de alguna
fuente de incertidumbre en la économia.
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Hay varias formas alternativas para introducir incertidumbre en
la economia gue sstamos considerando. Algunas de sus caracteristicas
gue pueden hacerse estocdsticas son: las preferencias de los individuos,
tas tecnologiss de produccion de cada uno de ios bienes, la tasa de
crecimiento de la poblacion vy la politica sequida por el gobierno, Ef
andlisis que sigue se concentra exclusivamente en esta Ultima fuente de
incertidumbre® .

La Gnica {uncion del gobierno en la economia artificial gue
estudiamaos es la de financiar un esquema de trasferencias e impuestos
por medio de la emision {absorcion) de dinero fiduclario. La transfe-
rencia {impuesto) en cada perfodo t se distribuye equitativamente
entre los N {t - 1) individuos vigjos {los miembros de la generacion t -
1). Asimismo, las transferenclas {impuestos) son de suma fija, es decir,
independientes de las decisiones de ahorro y composicion de  cartera
de los individuos. Las transferencias (impuestos) T {t + 1) satistfacen la
sigutente relacion;

NIty T+ 1) = Ml« ) —=Mi{t) = 2 M (t) (xvil)

t + 1

donde,

M{t). denota el stock de dinero gue existe en el periodo t después de
haberse efectuado {recaudadol las transferencias (impuestos) co-
rrespendientes a ese perfodo v donde {1 + Zt) > 0

En lugar de suponer un valor constante de Zt en el tiempo
{como es el casc de la version deterministica de este modelo presentada
en Leone (1983)) se supone aqui que 7 sigue un proceso de Markov
de primer orden® cuyo espacio de estados es finito, es decir, con una
cantidad finita de estados posibles. Ademas, 1a probabiiidad de gue ia
variable 1/(1 + Z. 1) se encuentre en ef estado |, dado gue /(1 +Zt)
38 encuentra en el sstado 1, es decir, la probabilidad de transicion  de
un pasc se stipondra independiente del tiempo y se denotara como

sigue:
Hijzpr{ﬁ — Jf-r— ———:I]
1+ 7 P+ 7
t + 1
5 Esto no impiica necesariaments que se considere & esta fuente de incertidumbre como
la mas importante.
5 Sobre procesos estocasticos se puede consultar, por ejempio, J. G. Kemeny, Hazleton

M., J. L. Snelly G.L. Thompson (1967} v E. Parzen (1972).
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donde los valores de I satisfacen las siguientes condiciones:
1>Hij>0 Li=12...,5
S
2 0. =1 i=1,2,...,58

j=1 Y
donde S indica el nimero total de posibles estados.

ILl. Problemas de optimizacion y equilibrio.
1. Problemas de optimizacion,

El obietivo de un individuo representativo de ia generacion t, t
= 1, es el de maximizar una funcidn de utilidad esperada teniendo en
cuenta una serie de restricciones gue éi enfrenta. Este problema puede
plantearse como sigue:

Max Etu“v)==§ E a, Flg el (4, kMON [e] (1), K] (1), DY (), m™ (1),

P 1
Y (1) XM (1] {viii’)

sujeto a:
YO+ Po{d XD {th 2c] (1) +r {t) kY (O« [P, (1) —r(t)) DM} +

+ P (thm" (1) {xviii)
(1-8) P, {t+ 1) D2 ()4 P (1« 1) {m"{t) + T {t+ NT =c) (1)

w0 (e 1) KE ()4 [P, {te 1) =1 (t+ 1) D} (1) (xix)
v
B(YP {0} + AXP{t) < 1" (1) {xx)
donde,

¢! (y), kP (), DM {t), v T {t+ 1): responden a las definiciones dadas ante-

riormente,
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YR (t) y XM {t): representan las cantidades producidas y vendidas del
bien perecedero y del bien durable, respectivamente, por el indi-
viduo h de 13 generacidn t.

mP {t): representa las compras de dinero fiduciario por el individuo h
de la generacién t.

Py (1, P (1) v 1 {t): representan, respectivamente, los precios relati-
vos en el periodo t del bien durabte, de una unidad de dinero fi-
duciario y de alquiler del bien durable, todos medidos en térmi-
nos del bien perecedero.

Las expresiones {xviii) y (xix) son las restricciones presupuesta-
rias que un individuo representativo enfrenta durante su juventud v su
vejez, respectivamente. La primera indica que el vaior total que impli-
can el consumo del bien perecedero, las compras del bien durable o su
alquiler y las compras de dinero fiduciario no pueden superar el valor
total resultante de la venta de los bienes producidos. La segunda indica
que el valor total de las distintas alternativas de consumo durante la
vejez no puede superar el valor del bien durable {previamente deprecia-
do) propiedad del individuo y de sus stocks de dinero aumentados {re-
ducidos} por la transferencia (impuesto) que recibe {entrega) de! (al)
gobierno. La expresion (xx) indica que la cantidad total de tiempo que
el individuo puede dedicar a la producciéon de los dos tipos de bienes
durante su juventud no puede exceder la dotacion total de tiempo de
gue dispone.

Asimismo, la distribucion con respecto a la cual se toma la espe-
ranza en {viii’) serd especificada mas adelante.

Las caracteristicas del problema, en particular el hecho de que
la funcion de utilidad esperada {viii') es aditivamente separable en el
tiempo, permiten que el mismo pueda ser resueito “‘desde el futuro
hacia el presente’” mediante un procedimiento recursivo basado en el
“principio de optimalidad de Bellman’'7. En consecuencia, ia solucion
Optima al problema que enfrenta un individuo representativo de la ge-
neracion t puede ser hattada resolviendo primeramente lo siguiente:

Max a, FLglcy(th, k§{u)) ]

[ chlt), k3 {t), DOt} ] (xxi)

7 Sobre este aspecto ver R.E, Lucas Jr. y T.J. Sargent {1981},
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sujeto a la restriccion (xix} y para valores dados de DT {t), m" (1},
Tie v 1y P lt+ hrit+ 1)yP_(t+ 1) Lasolucion de este pro-
blema determina los valores 6ptimos de cb {t), kb (t] y D} (1} que
denominaremos cp* (1), k3" (t) y D" {t}, respectivamente. El paso
siguiente consisie en resolver el problema (viii') sujeto a las restric-
ciones {xviii}) y {xx) y dados c;‘ {t), k';' (t} y D" (t) como funciones
deP_ (te T rit+ 1) D’1‘ (1), P_ (t+ 1), mh {(Uy T (t+ 1)

Antes de caracterizar las condiciones necesarias y suficientes pa-
ra una solucion Gptima del problema (xxi} se debe hacer referencia a la
existencia de tal solucion. En ial sentido, se puede hacer uso de un re-
sultado obtenido en un trabajo anterior® v concluir que existirad una
solucion dptimasiysolosir {t + 1) < PD (t+ VY Vt=1.

De las condiciones necesarias y suficientes para este problema®
resulta que los valcres Gptimos de cf (t), K (1) y D) (1}, ¥t 2= 1, es
t4n dadas por:

s (1-5)PD(t+1}D”1(t)+Pm(t+H[”*“(ﬂ‘fT(“"”_]
cp U =Vl ”][ o s VT (e | "

(18P, (e NDY (1) 4P (1) [m" (1) +T{1+1)]
rit+ 1)+ V- [r{t+ 1)]
DhT {tl=0 {3}

2

(2)

k;‘(t} =

Siguiendo el procedimiento recursivo indicado anteriormente
queda ahorz por resoiver el problema {viii’) sujeto a las restricciones
{xviil] y {xx) para valores de ¢} (t), k) {t) y D} (t) dados respectiva-
mente por las expresiones (1), (2) v (3) v para valoras dados de PD {1},
r{ty vy P {t). Suponiendo gue la distribucién con respecto a la cual se
toma la esperanza que aparece en {viii'} se especifica de forma que la
funcién objetivo sea continuamente diferenciable, las condiciones de
Kuhn-Tucker aplican a este problema y son necesarias v suficientes?,

2. Equilibrio
a} Consideraciones preliminares

Antes de tratar el problema de equilibrio para la economia des-
cripta anteriormente conviene considerar algunas condiciones adicio-
nales cue seran de utilidad més adelante,

8 Ver Proposicitén 1 en Leone {1983).

9 Estas condiciones pueden ser solicitadas por el lector interesado a la Editorial de esta
revista,
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En primer lugar, un “eguilibrio’ debera ser consistente con las
condiciones de equilibrio correspondientes a los distintos mercacos
existentes en esta economfia. Estas condicicnes son las siguientes:

(MND) N(ﬂC: (1) + N{t-1 )Cg (t-1)= N{t)Yh {1} (mercado del bien no durabie)
(MAD} N{t) Rr; (t) + N{t-1 ) R; (T- 1}= 0 (mercado de alquiler del nien durable}
(M D) M(t) = N(t) mh (T) {mercado de dinero)

Asimismo, las condiciones necesarias y suficientes mencionadas
anteriormente y los supuestos del modelo implican |os siguientes re-
sultados:

al) lLas funciones 6ptimas de oferta del bien perecedero
{Y"" {th vy del bien durable (X"* (1)) dependen exclusivamente de
P, (1), es decir, del precio relativo en el periodo 1, del bien durable en
términos del bien no durable (¥t = 1) 19,

az) La tasa marginal de substitucién entre et consumo del
bien perecedero v el stock del bien durable es igual al precio relativo
de alquiler de este ultimo bien. Esto puede expresarse comao sigue!

C?(‘[) =V irit) Ik’i‘ (1) 1)

a3) Los supuestos sobre la funcidn de utilidad del individuo
representativo de la generacion t, t 2 1, implican que k“ (t), i: 1, 2 se
ra positivo en equilibrio. Entonces si se utiliza ia definicion (xav) en ia
condicion de equifibrio en el mercado de alquiler del bien durable
(MAD) vy se tiene en cuenta que Db " {t) = O se concluye que también
Dh {t), t = 1, serd positivo en cualqwer equilibrio. En consecuancia,
en cualquier ethbno donde existan tenencias de dinero fiduciario
per parte de los individuos se deheran cumplir las siguientes igualda-
des 12 :

LT-8)E [Fr(2)P, {t+ 1)g, (2)]=[P{ r(t)]aTF’(1)g1(1) {5}

8, E[F'(2IP_{t+1)g, (2)]=P ()a1F (Dg, (1) (6)
10 Ver Proposicion 2 en Leone (1983).

11 Para obtener este resuitado se emplea el supuesto (xiii) y algunas de {as condiciones

necesarias y suficientes de los problemas de optimizacién antes mencionadas.

12 Esto surge de utilizar aigunas de las condiciones nacesarias ¥ suficientes de los pro-
blemas de optimizacidon antes detallados.
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donde,
dF[glch(t), K" (1))

= E h h = :1,2
F(i}=F{glct (1),k7 {U]] dgich (1), k" (1)) :
g (i), Khe)
- h h = =
0, 1% 0, G0, = = =
aglch(t), K" (1)) :
g, (I1=g, (e (1), KNMt))= i i =12

3K 1]
y ademas,

ch (1) = c;' (1), kg (1) = k’z“ {t) con k’z‘* Uy c;' (1) dados por las ex-
presiones (1} y (2), respectivamente.

ad) Usando la expresion (4) la condicion de equilibrio en el
mercado de bien perecedero {(MND) v la definicion (xiv) se obtiene:

O (1) = ~to ]

T i

ab) Por otra parte, utilizando las restricciones presupuesta-
rias gue el individuo representativo enfrenta duranie su juventud vy su
vejez (expresadas como igualdades), las condiciones de equilibrio en
los mercados del bien perecedero {(MND) v de alquiler del bien dura-
ble (MAD), la definicion (xiv) v la relacidon {xvii) que describe el com-
portamiento de las transferencias (impuestos) otorgadas {recaudados)
por el gobierno se obtiens:

X (P (1))« L8l Df 1) = DY (1)

TTen)
qgue teniendo en cuenta la expresion {7) se transforma en:
(1-8) ~npeqy YMPLU]
XPo kg D3P = oy
0 Y [P, (1) ]
””=V[xh[PD¢_t)1+(q;+% TSI ®)

aB) Finalmente, la condicidn de equilibrio en el mercado
monetario (MD) v la relacidon (xvii) tomadas conjuntamente implican
lo siguiente:
Nit+ V) mMit+ 1) = {1+ 2
es decir:.

} N{t} mP (1)

t+1
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(11— Zt+ 1} Pm(t+ 1)
(1+n} P (1)

aMle+ 1) = | J o (1) (9)

donde,
g (1) =P_ (1) m" (1)

El sistema de ecuaciones dado por (B}, (6}, (7}, (8) v {9) consti-
twye la forma reducida de esta version estocastica del modelo.

b) Definicion y funciones de equilibrio sugeridas.

La definicidn de equilibrio gue se expong mas adelante esta mo-
tivada por una serie de consideraciones.

En primer lugar, se piensa gue tas varizhles z, D'1‘ (t-1) y M(t-1)
proveen una descripcion completa del estado de la economia en cada
periodo t. Es decir, si en dos puntos distintos del tiempo {a econom|a
arriva 3 un estado particutar (Z_, D:‘ {t-1}, M{t-1)) es razonabie esperar
que ella se comporte de igual forma en ambos casos. La base para este
razcnamiento estd dada por el supuesto de gue !a funcién de utilidad
es separable en el tiempo. Este supuesto implica que las decisiones to-
madas por un individuo representativo de la generacion 1, en cada pe-
riodo de su vida, no depende ni de los valores pasados da sus variables
de decision (con excepcidn de D:‘ (-1} v m" {-1)) ni de los valores
pasados de los precios relativos. Ademas, las decisiones tomadas por
los individuos que viven su vejez dependen solamente de los valores de
D:‘ {t-1) y m" (1-1) y de los valores corrien’ .. de los precios relativos
Pyt rit) vy P_(1).

Sin embargo, puede ser demostrado que M{t-1} es una variadle
de estado inocua en el siguiente sentido: Las asignaciones de consi'mao,
las compras de durables, las tenencias de dinero en términos reales v
los precios relativos correspondientes a un equilibrio con M{t-1) seran
idénticas a las correspondientes a un equilibrio con yM{t-1} para cual-
quier ¥ >0,

Dadas ‘as consideraciones previas, una hipdtesis plausible es que
los precios relativos v cantidades de equilibrio se pueden expresar co-
mo funciones de Zy D:‘ {t-1) en el espacio de estados posibles. For-
malmente,

Py (8) =Py (Z,, D (t-1))
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r(t) =r (Z,, D} (t-1))

" (t) =q (Z, D" (t-1))

D" (1) = D, (Z,, D% (t-1))

KM (1) = k, (Z,, DY (t-1))

ch (1) =c, (Z,, DY (t-1))

Y (1) = Y (Z,, DY (t-1))
") = X (Z,, DY (t-1))

ch (1) =c,(Z,, D} (t-1))

kh (t-1) = k, (Z, DY (t-1))

LLas consideraciones precedentes conducen a la siguiente defini-
cion:

Un equilibrio para la economf{a que aqui se considera es una se-
rie de funciones: ¢, (), k, ), D, €)Y ¢}, X ), q (), Py (), r (),
c, (), k, ("} cuyos argumentos son Z y D, (t-1) tal que:

b.1) Las funciones c, ()k ('), ()q()Y()yX()
satisfacen, idénticamente en (Z Dh (t m, Ias condiciones necesarias
y suficientes para una squcuon optlma correspondientes al problema
de decision bajo incertidumbre que enfrentan los jovenes en cada pe-
riodot, t=>1.

b.2) Las funcionesc, (), k, ( } satisfacen, idénticamente en
(Z Dh (t-1)) las cond|C|ones necesarlas y suficientes para una solu-
cuon optlma correspondiente al problema de decision bajo certeza que
enfrentan los ancianos de cada periodo t.

b.3) Las funciones ¢, (), k, (). Dy (), a (), r ), Py (), Y (),

» )y k, () satisfacen, ldéntlcamente en (Z, Dh (t-1)) las condicio-

nes de equmbrlo en los mercados de bienes no durables (MND), de al-

quiler de bienes durables (MAD) y de dinero (MD) vy la ecuacion que
describe el esquema de transferencias (impuestos) -relacion xvii-.

Obviamente, las funciones de equilibrio sugeridas deben satisfa-

cer idénticamente en (Z, Dh (t-1)), el sistema de ecuaciones dado por

(5), (6), {7), (8) y (9). En consecuenma siguiendo las consideraciones
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anteriores se pueden reescribir estas ecuaciones como sigue:
h h
Yh[P, (z,, DY (t-1)]

D" (z,, D" (t-1))= 7
1(Zt 1 V'1[r(2t, D'; (t_,l))] ( )
he)) Y [P, (z,, DY(t-1))] (8')

e DY) = VA e B (e 1171 (1:8) D% (17 (o]
a,(1-8)E {F'(2)P,z,, ,. D, (z,, D (t-1))]g, (2]} (57

=[P (z,, D (t-1)) - r(z,, DY (t-1))]a, F'(1) g, (1)
y sustituyendo (9) en (6):

(1+n)a"[z,, ,.
(lez

D" (z,,Df (t-1)]g, (2)

E F'(2
%5 (7 Tq (z,, D" (1))

(6")

t+1

=a, F' (1)g, (1),
donde,

' [ h * h % ' h % ———'——C;*(t) 1
F'(2) = Flglel " (0, K™ ()] = F* (k" (g} (2s— 1))
2

dado que se. ha supuesto que la funcién g (-) es homogénea de grado
uno en sus dos argumentos. Asimismo, utilizando las expresiones (1) y
(4) v la relacidon {xvii) se tiene:

F'(2) = F{[(1-8)P,[z,, , D} (z,D%(t-1))1D} (z,, D" (t-1))
s [z, ,. Dz, DY (t-1))] Jat)/ [rlz, ,, D}z, DY (t-1))]
+ Vi {riz,,, Dhiz, DR (1)1} |}
g(-) =g {V''[r(z,, D (t-1))], 1}
h %
0,(2) =g, {%27‘(%,1}
=g,{V'[rlz,, ,. DYz, DY {t-1)], 1},
Asimismo,
F/(1) = F* {K{z,, DY (t-))g [V [r(z, DY (1)), 11}y
g9,(1) =g, {V'r(z,, D" (+-1))], 1}
donde se han utilizado el supuesto de homogeneidad y la expresion (4).

Finalmente, se tiene que especificar la distribucidn con respecto
a la cual se debe tomar la esperanza condicional en las expresiones (5°)
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y (6"). Sobre la base del estado de la economfa en el periodo t, un in-
dividuo representativo de la generacién t, t 2 1, deberia tomar esa es-
peranza con respecto a la distribucién conjunta de (Zt, Z . 1) con-
dicionada por el valor de Zt, 0 para un valor conocido de Zt, con
respecto a la distribucion de ZtJr , dado tal valor de Z . Se supone que
esta Gltima distribucién, representada por el proceso estocastico
seguido por la variable 1/{1 + Z,), es conocida por los miembros de la
generacion t, t 2 1, en el periodo t,

En la versidn no-estocastica de este modelo presentada en Leone
(1983) se analizaron las propiedades de un equilibrio estacionario
(Steady- state equilibrium). Me referiré ahora, aunque soélo intuitiva-
mente, al correspondiente estado de equilibrio para esta economia es-
tocastica. En este caso, se puede pensar que el “‘equilibrio’” que se ha
definido anteriormente es un proceso estocéstico. En particular, si de
acuerdo con las consideraciones anteriores se pueden expresar las dife-
rentes cantidades y precios relativos como funciones de D, (t-1) y Z,,
entonces el comportamiento de la variable D:‘ (t) en el tiempo podria
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ser descripta con la ayuda de un diagrama de fase. El grafico Nro. 1

presenta una de las posibles series de realizaciones para la variable
D, (t) para el caso en que sélo existen dos posibles estados para la va-

riableZ < Z, y Z,.

Dado un valor inicial de D'; (t-1) y Z,, digamos D'1‘ OyZ,y
los sucesivos valores que Z_toma en el tiempo para t > 1, el comporta-
miento enel tiempo de D:‘ (t) puede ser representado. El grafico Nro. 1
corresponde al caso en que los sucesivos valores tomados por Z, son:
z,, 2, 2,,Z,, Z,. La correspondencia con el equilibrio estacionario
de la version no-estocdstica del modelo puede explicarse como sigue:
en cuanto el valor de DQ (t) se ubica en el intervalo | Q'; , [5’1‘ ], per-
manece en ese intervalo para siempre. Como quedara claro mas adelan-
te, este comportamiento de QY (t) en el tiempo estara relacionado con
el comportamiento de otras variables que representan cantidades vy
precios relativos en este modelo. En particular, puede observarse que,
si las funciones sugeridas existen, una mayor variabilidad en la tasa de
crecimiento del dinero sera acompafiada por mayor variabilidad en
cantidades y precios relativos.

Antes de establecer algunas propiedades que las funciones suge-
ridas deberian satisfacer para ser ‘funciones de equilibrio”, se conside-
ra un resultado que ilustra la importancia que, para los resultados sefia-
lados, tiene el supuesto de correlacion serial que se hizo con respecto
al proceso seguido por la variable Z, y que implica que las variables
W1+ Z)y 1/(1+2Z_, ) no son variables aleatorias independientes.
Este resultado puede expresarse como sigue:

Proposicion 1: Para cualquier 0 < § <1y n 2 0 existe un proceso
aleatorio para Z_con 1/(1+ Zt) v 1/(1+Zt+ 1) como variables aleatorias
independientes tal que existan D'; >0, P'D >0,r>0yqgt >0y cons-
tantes en el tiempo que satisfacen el sistema de ecuaciones dado por
(6'), (6", (7') y (8'). 13

La proposicién 3 no implica que sblo equilibrtos estacionarios
no estocasticos son consistentes con procesos aleatorios de Z_ en los
cuales las variables aleatorias 1/(1+Z )y 1/(1+Z_, ,) son indepen-
dientes. Sin embargo, esa proposicién implica que tales equilibrios

13 Las pruebas de esta y las siguientes proposiciones pueden ser solicitadas por el lector
interesado a la editorial de esta revista.
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pueden existir bajo ese tipo particular de procesos estocasticos para
Z.. Ental caso, no existira relacion alguna entre el comportamiento de
la tasa de crecimiento del dinero y de las cantidades y precios relativos
en el tiempo. En particular, los valores de equilibrio de esas variables
dependeréan exclusivamente de E, [ 1/{1+ Z_, )] -que es constante e
independiente de Z -y de ios parametros que describben el medio fisico
v el crecimiento de la poblacidn en esta economia.

¢) Propiedades de las funciones de equilibrio sugeridas.

Una prueba de existencia de las funciones de equilibrio sugeri-
das por los argumentos dados mdas arriba no constituye una tarea senci-
fla v no serd intentada aqui. Sin embargo, se pueden establecer algunas
propiedades gue tales funcionas deben cumplir para satisfacer la defi-
nicion de equilibrio dada antericrmente.

Estos resultados, gue se presentan comoc Proposiciones estan
condicionados a la existencia de aquellas funciones.

En primer lugar, se establece 1o siguiente:

Proposicion 2. Si funciones de la forma:
P {th =P (Z,, Dh{t-1)
rit) =r {Z,, D’}(H))
D" (1) = D, (Z,, D" (t-1))
constiluyen las scluciones de equilibrio para los precios relativos de
compra v alquiler del bien durable y para las compras de bienss dura-
hles efectuadas por los jovenes, respectivamente, y si tales funciones
dependen de Z_ para un valor dado de Df (-1}, entonces para cual-
quier Z , Zit coni#j,i=12.,Syj=12 ..85, setiene:
2.1) Las funciones P {Z,, Dh(t-1))yr (Z,, DY (t-1)) son ta-
les que: . - .
P, (Z,,. D} (t-1)) = PD(th, 0] {t-1))
cuando;
riz, Dyl = (2, D)
y viceversa:
2.2) Las funciones D, (Z,, DY (1)) y P, {Z,, D (t-1}) son
tales que:
h h
F)E)(Zit’ D‘l(t“‘l)) % PD (th’D1(t71))
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cuando:
D, Z,. Die) = D (Z,, DY)
ywceversa
Proposicion 3. Si funciones de la forma:
Polty =P, (Z D’; (t-1)})
rt) =r {Z,. D;‘(t-T})
YOt =¥ (Z,, D’T‘{t—'l))
X"(t) =X {Z, D“(H))
ch{t) = (Z D (1))
kY {t) = (Z DR {t-1))
Cz(t” (Z,, Dh{t-1))
kg(t—H = kz(Zt, DY (1))

son funciones de equilibrio v, ademas las funciones Py £, Dh {t-1)) y

r(Z,, Dy (t-1}) dependen de Z_ para un valor dado de oY (t 1) enton-
ces, para cualguier Z_, Z c:on 17§, i=12 .Sy = 'I 2,... 5, se
tiene:

3.1} Las funciones Y (Z, Dh (t-1)) o (Z,, D“(t 1}) son
tales que:

Po (2, D (e =& PLZ,, D 1)
cuando:

Y(Zn' D‘; tn = Y(th,D'11 (t-1))
y viceversa.

3.2} Las funciones:

PolZ, Dt} =& PL{Z, Df (:1))
cuando:

X(Z,. D (1) = X(Z,Dh(+1)
y Viceversa.

3.3) Las funciones ¢, {Z., DY {t1)) / Ky (Z,. DM {t1)) y
r{z,. D';(t—!)), parab =1, 2, son tales que:

2,00 (1) = r(z, D ()
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cuando:

Cb(zit’ D*,‘ (t-1)) [cb{th, D’;(H)) ]
=
ko (Z,e. DY (E-1)) ky (Z,,. DYH{E-1))

y viceversa,

Las proposiciones precedentes establecen que si las funciones de
equilibrio sugeridas existen y P, (1) or (-} 0 D, (") dependen de Z_,
entonces esas tres funciones dependeran de Z.v. ademas, las funcicnes
Y (), X{)y ¢, (') / k, £), i1, 2 también dependeran de Z . Asimis-
mao, todas esas funciones estaran relacionadas tal como se establece en
las proposiciones 2 v 3.

La proxima proposicion demuestra gue, para satisfacer las con-
diciones de equilibrio, PD (Jor(lo D1 (-} oqg (") o todas estas cua-
tro funciones deberian depender de Zt. Este resultado se resume en la
siguiente:

Proposicion 4. Si funciones de la forma:
Pt} =P (Z, DY (t-1})
r{t) =r{Z, DY (1))
DR {t) = D, (£, D} (t1h
q"(t) = g (Z,, DY (+-1))

son las soluciones de equilibrio para 1os precios relativos de compra v
alquiler det bien durable, para las compras del bien durable y de dinero
fiduciario por los jovenes, respectivamente, entonces al menos una de
esas funciones debe depender de Z, para satisfacer las condiciones de
equitibrio.

Una interpretacion posible de la proposicidn 4 es que si Py () o
r () o D, {) es la funcién que depende de Z,, entonces se cumpliran
los resultados establecidos en las Proposiciones 2 v 3. Sin embargo, las
condiciones de eguilibrio pueden satisfacerse contando con que dnica-
mente la funcidon g (+) sea dependiente de Z.. En tal caso, puede de-
mostrarse que también las funciones k, {*) v ¢, {*}, i: 1, 2, serdn depen-
dientes de Z.
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IV. Conclusiones.

. Este trabajo ha presentado un modelo tedrico que tiene implica-
ciones con respecto a (i) las decisiones de produccidn y consumo de
bienes durables y no durables vy a las decisiones de ahorra, v, {ii) la re-
lacion entre el comportamiento de la tasa de cracimisnto de la oferta
manetaria v los precios relativos.

La estructura tedrica descripta es una version estocdstica del
modelo de generaciones superpuestas con dos tipos de bienes presenta-
do en Leone (1983). La diferencia gsencial con aquat modelo es el su-
puesto acerca del comportamiento de la tasa de crecimiento de la ofer-
ta monetaria. A diferencia de aguella versidn no-estocdstica en la cual
se suponia que esa tasa era constante en el tiempo y conocida por el
individuo representativo, la tasa de crecimiento de la oferta monetaria
sigue en la presente versidon un procesc estocéstico de Markov de pri-
mer orden con un nimero finito de posibies estados. La importancia
de este supuesto de no-independencia de Z, v £, , Gueda demostra
da en el primer resultado que ofrece este trabajo {Proposicion 1), Esta
proposicion sugiere gue en ausencia de tal supuesto podrian existir e-
quilibrics para esta economfa en los cuales las variables que represen-
tan cantidades y precios relativos en el modelo tomen valores constan-
tes. ks decir, en este caso no existiria relacion entre el comportamien-
1o de la tasa de crecimiento del dinerc v las cantidades y precios rela-
tvos, ni correlaciones entre esas variables ni, tampoco, variabitidad en
las series de tiempo correspondientes.

Esta version estocastica del modelo no ofrece ura prueba riguro-
sa de existencia de equilibrio en la economia artificial que se describe,
En su lugar, se sugieren una serie de funciones gue se piensa podrian
satisfacer las condicianes de equilibric. Para cumplir esta tarea se espe-
cifican las variables relevantes gue describen el estado de la economia
en cada punto del tiempo {y gue, en consecuencia, entran coma argu-
mentos de aquellas funciones) y las condiciones que las funciones su-
garidas deberian satisfacer para convertirse en funciones de equilibrio.

En general, las propiedades de las funciones sugeridas implican
que el modelo es consistente con correlaciones positivas entre lag se-
ries de tiempo correspondientes al precio relativo dei bien durable (en
terminos del bien perecedero) v a las compras v produccion del hien
durable. Por otra parte, el modelo g5 consistenta con correlaciones
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negativas entre las series de tiempo correspondientes al precio relativo
del bien durable y su precio relativo de alquiler, la produccién del bien
perecedero y la razén consumo del bien no durable/stock del bien du-
rable. Cabe destacar, sin embargo, que estas implicaciones estan condi-
cionadas a la existencia de las funciones de equilibrio sugeridas.

Finalmente, se pueden efectuar algunas sugerencias para futuros
estudios. En primer lugar, se deber(a intentar una prueba de existencia
de las funciones de equilibrio sugeridas en esta version estocéstica del
modelo. Esto permitiria, probablemente, conocer con mas precision
las formas funcionales compatibles con la definicion de equilibrio co-
rrespondiente a la economia considerada. Ademds, atn cuando el mo-
delo puede ser utilizado para enfrentar preguntas sobre el anélisis de
bienestar, ningdn intento se ha efectuado en esa direccion en este tra-
bajo. En particular, serfa de interés investigar los efectos sobre el bie-
nestar de los individuos de diferentes esquemas de politica fiscal y mo-
netaria. Del modelo se desprende que una mayor variabilidad en |a tasa
de crecimiento de la oferta monetaria puede crear mayor variabilidad
en las series de tiempo de precios relativos y cantidades pero no se ha
intentado analizar el efecto que este incremento en la variabilidad de
las variables econdmicas tiene sobre el bienestar. En este sentido, po-
dria resultar de interés estudiar las implicaciones del modelo presenta-
do con respecto a la relacién entre la tasa de inflacion y la variabilidad
de precios relativos que ha recibido Ultimamente la atencién de inves-
tigadores empiricos v tedricos.!4

14 Ver, por ejemplo, Fischer (1981), y la bibliograffa que all{ se menciona.
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VARIABILIDAD DE PRECIOS RELATIVOS EN MODELOS
DE GENERACIONES SUPERPUESTAS

RESUMEN

Este trabajo presenta una versién estocdstica de un modelo de generaciones
superpuestas para una economia con dos tipos de bienes (durables y no durables)
y analiza algunas de sus implicaciones con respecto a las decisiones de consumo y
ahorro de los individuos y al comportamiento de las series de tiempo correspon-
dientes a precios relativos y cantidades. La Gnica fuente de incertidumbre en esta
economia es el comportamiento de la oferta monetaria que sigue un proceso esto-
cdstico de Markov de primer orden. Se concluye que si ciertas funciones que se su-
gieren como funciones de equilibrio existen entonces el modelo serd consistente
con correlaciones positivas entre las series de tiempo correspondientes al precio re-
lativo del bien durable (expresado en términos del bien perecedero) y a las com-
pras y produccién del bien durable y con correlaciones negativas entre las series de
tiempo correspondientes al precio relativo del bien durable y su precio relativo de
alquiler, la produccién del bien perecedero y la razén consumo del bien no dura-
ble/stock del bien durable. Por otra parte, una mayor variabilidad en la tasa de cre-
cimiento de la oferta monetaria puede crear mayor variabilidad en las series de
tiempo de cantidades y precios relativos.

RELATIVE PRICES VARIABILITY IN OVERLAPPING
GENERATIONS MODELS

SUMMARY

This work presents an stochastic version of a two-goods economy general
equilibrium model with overlapping generations which has implications with re-
gard to households’ production, consumption and savings decisions and the beha-
viour of time series corresponding to relative commodity prices and quantities in
an environment where the money supply follow. a first order Markov process.
Even though a proof of existence of equilibrium for this economy is not provided,
a set of functions that one hopes would satisfy equilibrium conditions imply that
the model is consistent with positive (time series) correlations hatween the relati-
ve price of the durable good (in terms of the non-durable good) and the produc-
tion and purchases of that good and with negative (time series) correlations bet-
ween the relative price of the durable good and its rental price, the production of
the non-durable good and the ratio of consumption of the non-durable good to
the stock of the durable good. Also, it is found that variability in the rate of chan-
ge of money supply may be accompanied by variability in equilibrium relative pri-
ces and quantities.





