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SOBRE LA VERSION STOCK DE LA TEORIA
DE LA PRODUCCION

CARMEN SESSA®

En el presente trabajo se estudia la relacion entre os conceplos

de eficiencia y maximizacion de ganancia en un espacio de produccion
S descripto en version “‘stock”, sobre la base de los resultados obtenidos
por H. Nikaido, en su libro Convex Structures and Economic Theory,
N. York 1968 (chap. IV).

Se introduce para el espacio S una hipotesis destinada a aseguiras

que, si {x, y} €S es un vector eficiente, el vector de precios para el cual
constituye un maximizador de ganancia s2a del tipo {p, P}, de tal mane-
ra que los mismos bienes tengan idénticos precios como insumos vy
como productos.

1.

Hagamos primearc una revision de las distintas hipotesis usuales
concernientes al espacio de v duccion y de tres teoremas que re-
lacionan ta eficiencia con la ganancia.

Un espacio de produccidon representa el conjunto de procesos

productivos posibles bajo condiciones tecnologicas dadas.

Este conjunto puede darse esencialmente de dos formas.

1) S C ﬁ:‘xﬁ: - m representa la cantidad de mercancias
distintas usadas como insumos en el conjuntc de procesos
productivos; n representa la cantidad ce mercancias distin-
tas que se obtienen como productos. S se denomina un es-
pacio de produccion en version 'stock’’. Si (x,y}€ S, X,
representa la cantidad de la j-6sima mercancia que se usd
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en el proceso e Y, representa la cantidad de la k-ésima
mercancna que se obtuvo como producto.

Yce :n representa la cantidad de mercancias distintas
gue mterwenen en la totalidad de procesos productivos, ya
$ea como insumos o como productos. Siy €Y, v;> 0 sig-
nifica que la j-ésima mercanci4 es un producto en el proce-
soyey, < 0 significa que la j-ésima mercancia es un in-
sumo en el proceso y . Y se denomina un espacio de pro-
duccion en version "flow"’.

Si una misma mercancia es a |la vez insumo y producto en un pro-
ceso de produccion, en S las cantidades correspondientes apare-
cen separadamente, mientras que en Y aparecen restadas una de
Otra, o sea se computa el producto neto.

En este trabajo se usara la siguiente notacion:

Sixeaq VAN = a"

1) X >>y significa X >y, 1<

2} X> vy significa X, >y v1<j<ny] jo>yjo'
3} X= vy significa x >y vwi<i<n.

Posibles hipbtesis que pueden cumplir S y/o Y.

1. Rendimientos constantes a escala.

F,.AYCY ¥A30,2€ER.
S,-AS CS ¥X>0,r€f.

2. Convexidad.

F,. y1, Y, EY ., entonces ¢ t € (0,1t y,+ (1-1) Y,EY

S, .s,. s, €S |, entonces¥ t €(0,1) ts1+(1-t)52€S

3. Irrevarsibilidad,

F,. x #0,x€Y enionces - x& Y.

S, . XFvy,(x,y) €S entonces (y,x) & S.

4. El espacio de produccion es cerrado.

F4. Y cerrado

84. S cerrado

5. Libre disponibilidad.;

FE. x€eY y<x entonces ye€Y
(xy)ES X 2x,v <y entonces (x,y) €S
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6. Imposibilidad de la tierra de Jauja. .

F,. YEY,y>o0 entonces y=0 (yne&, 1c{o}

Sg . (x.y) €S, x=0entonces y =0{SN{o }x & {00}

1.2. Definicidén de eficiencia.

Sea Y un espacio de produccion en versién “flow”

Yqir ¥p dos procesesen Y

Y, 68 mids eficiente que vy, si y solosiy, > v,

Sea S un espacio de produccion en version “stock”

(x,y) . {x,y) dos procesosen S -

{x,y). es més eficients que (x, y} si y s6lo sil ) > % }

{0 sea, si y sblo si x <X ,y=> y y en alguna de las 2n coordena-

das hay una desigualdad estricta).
Un proceso en un espacio de produccion se dice eficiente si no hay otro
en el espacio mas eficiente que él.

1.3. Tres teoremas sobre eficiencia y ganancia,
Sea Y un espacio de produccion en version ““flow"

Teorema F, Seanp>> 0, X € Y tales que
p.%x> px ¥x € Y ,entonces X eseficiente.

Teorema F2 Sea Y convexo, ¥ € Y eficiente, entonces existe
p>0talquep %= px, ¥x € Y (osea X maximiza la ganancia
sobre Y, para el sistema de precios p.}

Teorema F3 Sea Y un cono convexo cerrado, {0} un proceso
eficiente en Y.
Entonces 1p>>0talquepy <O¥y €Y

Sea ahora S un espacio de produccion en version “stoek™

Teorema S, Seanp>>0,q>>0y (X, § €S un proceso
que maximice la ganancia, es decirqy -pX 2 qy-pX
¥ {x,y) €S ,entonces (%, ¥) es eficiente en S.

Teorema S, Sea S convexo, (% , ¥) un proceso eficiente en S,
entonces existen p =0, g 2 0 con al menos uno de ellos no nulo
talqueqVy-pXx=2qy-px¥i{x,y)€S (osea (%, )
es un proceso maximizador de ganancia para ese sistema de pre-
cios).
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Teorema 83. Sea S un cono convexo cerrado, {0,0) eficiente en
S. Entonces existen p > > 0, g > > o *aies que qy - px < 0

¥ {xv)ES.

2. Nosotros vamos a sonsiderar sin pérdida de generalidad
scgR" x& . J s€a se lomaran como insumos y como productos
exactamente 1as mismas mercancias.
El axioma gque cumplird S con el resto de este trabajo, es el si-
guiente;
S, 1 aados {x,y) Eﬁ: X ﬂ: (x,¥) € 6{: X ﬁi tales que y - x=
Y-X entonces {x,y} €Ssiysolosi(Xy) €S,
O sea si un proceso productivo es posible, Io es también todo otro pro-
ceso que defina la misma produccion neta que él,
Definimos dos aplicaciones. La primera es
«:S =+ 8§
a{ g, o x by, y b= (& KLY, e, V)

clondeg {o Sy, >x,
k X, ~Yy StoX, >y,

v _{yk-xh SI Y, & X,

K 7" o six, >y,

Por So, o estd bien definida. A los procesos (x,y) y a(x,y) corresponde
ta misma produccion neta.
Ademas se verifica (x,y} = afx,y)+ (a,a) paraaigina € ﬂ:
Definimos otra aplicacién.

g RN K"

elxy = y-x

Severifica 1) ¢'{p(S)) = S
3. En este punto demostraremos las propiedades de ¢ {S).

Mas precisamente, si S cumple alguno de los axiomas en version
“stock”™ ¢ (S) lo cumple en version “flow".
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Scumple S, = ¢ (S} cumple F, {obvio)
ScumpleS, = ¢ (S} cumple F, {obvio)
ScumpleS, = ¢ (S} cumple F

SeaZ € plS), Z=y-xconixy) €S, s 7 &y (S)seria

. Z = v - x con (X,y) €S pero {x,y) {y,x) definen la misma pro-
duccion neta, luego (y,x) € S, 1o cual no puede ser si S cumpie
S

S cerrado = ¢ (S} cerrado.

Sea 7" una sucesion de puntos en ¢ (S}, Z" = y -x con
(x,y)eSsea(;n,y) (n,yn) Iuegoz=;n <"
S.pongamos que 7" >Zen & .Queremos verlﬁcar que

Z€y (S), para io cuai basta probar que existen X,y en (R

tales que X > X, y -y, porque entonces Z =y - X Y (x vIES
Para cualquier k 1 < k < n, sea Z, la coordenada k-¢simade Z,

puede pasar Z, <0,Z =0,Z, >0

)S|Z <o=>3n talqueparatodon/n Z <0, Iuegox _nx y:,
? =0, ¥n=n,; osaaxk _Zk,yk_0Vn>n Iuegox -+Zk,
Vi o0

i) $i Z, =0= €>0,3n: n=n_| 7| <E Comok, = 06X, =
-—Z eigualrnente oon'ynk pasa siempre que) ink| -<421| ]\7n | |Zn
oonlocualx L oYY ~a

i) simi Iarrnente a lo expresado en i)

3

o

) -t - e
s.|Zk>o,xk -0, Vv, «
Luego el Iimite buscado es (x,y) donde

-Zk si 2 <o 0 si Z‘;<o
k

k{o si Z, 20 Yk Z, si 4 2o

Scumple S; = ¢ (S} cumple F_.

SeaZ € (S}, Z=y-X con (x y)ES , ysea Z' € Z,entonces
esZ-Z2'=0,Z-2'€ K" entonces (x+ (Z - Z' ),y) € S, puses §
cumple S_;luego 2 =y - (X+ Z-ZYoseaZ €y (S).

Scumple S, = ¢ (S} cumple F
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4.1,

4.2,
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SeaZ 2 0,51 Z € ¢ (S), entonces Z =y - x con {x, y)E S
n .
pero Z 2 o = y-x € ﬂ‘_ , entonces (0,y-x) €5; v como S verifica
Sg sesigue que y-x =0, 0sea Z = 0.

Veamos ahora como se traslada |a relaciéon de eficiencia de S a
Sean Eg = {{%, ) €8S: (&, §) eficienteen S} .

Eps) = {Ze€y (S): Zeficiente en (S)} .
se demostrara lo siguiente: ¢ ' (E ) = Eg

P(s)
Para ello probaremos que:

Si Z eficiente en p(S), Z =y - x, con {x,y) €S, entonces (x,y) es
un proceso eficienteen S.

Si {x,y) es un proceso eficiente en S, entonces y({x,y) es un proce-
so eficiente en ¢ (S).

Demostracion de 4.1,

-X -X
Si no fuera asi existiria {x,y}) € S tal que { y b > ( V); entances,
conZ =y - x, resultaria Z > Z; luego Z no seria eficiente.

Demostracion de 4.2,

Sea Z =y -x, a(xXy) = X,.¥,), luego Z = Y, - X,. Supongamos
que Z no es eficiente en ¢ (S), luego existird Z €y (S) con Z > 7
yseraZ =y (xy) =y lalxy)) =y, - x, lalx,y) = (x,,v,)).

Pero Z > Z dice que, si Z,>0,2, 22, ;vysiZ <o,entonces
Z, <0;estoda Y, 2\/1 .

Y también si Z <o, entonces Z, > o,y si Z, < o, entonces
Z < Z ;yestoda X, X, . Ademds, como Z, > Z, paraalgin

-X X )
k, se tiene ( y1 ) > 7‘ } , o sea (x,. y,) es més eficiente que
—_— 1 1 —_ —_ —_— . .
(?1, Y, }. Ahora bien, como (x,, y1) = a {x,y) esto implica que
3aER: talquex =X, +ay y= Y, +a.
Si consideramos ahora x = X, +a,y=y, +aelproceso (xy) es
mas eficiente que {X,y), contra la hipo6tesis.

En 4.2, se demostrd io siguiente:
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Si {x,y) es mas eficiente que {X,y) y'si (x, ,y,} es otro proceso
productivo con la misma produccidbn neta qgue (x,y), entonces
hay un proceso {x,.y,) con la misma produccién neta que {x,y)
y tal que (x,.y,) mas eficiente que (x,.v, ).

Lo cual dice que si un proceso es eficiente en S, también Ic es cualquier
otro proceso que defina la misma produccion neta.

B.

Con todo esto los tecremas 81‘ , 82‘, 83' resultan de aplicar
TF,. TF, y TF, ap(S)

Teorema S, Sea p>>o0 y(&, ¥) €Stalquepy-pX = max
{py - px: {x,y) €S }Entonces (X, ¥) es eficiente en S. '

Demostracion: p.p{x V) 2 p.¢ (x,y} ¥(x,y) €S, luego aplicando
el teorema F, a ¢ (S), ¢ (X,§) € E ) vy por lo visto antes,
‘de esto se desprende que {X,{) € ES.

Teorema Sz’ Sea S convexo, (X,¥) un proceso eficiente en S,
entances existe p > o tal que py-pk 2 py-px, ¥{x.,y} € S.

Demostracion: S convexo = ¢ (S) convexo; (%,¥) eficienteen S =
(¥-%) eficiente en ¢ (S}. Luego Ip>otaiquep(y-% =
p{y-x) ¥{x,y) €S {por TF,}.

Teorema S, Sea S un cono convexo cerrado, {0,0) eficiente en
S. Entonces:’]p >>0:py-px<o Vixy) €S.

Demeostracién: S cono convexo cerrado = ¢ (S) CONO CONVEXO Ce-
rrado; luego, por el teorema £, | 3 p>otalquepZ<o
wZE€y (Sloseapy-px< 0¥%ixv) €8S.

Por uitimo veamos en este pardgrafo como las hip6tesis S, impli-

can otras mas fuertes siempre que se verifique S,.

S," : Sea x # vy, {xy} €8, entonces {y.X) &S, w(y.X) tal que
Y-X=Y-X

83 yso = 83’

S,' : Sea{xy) €S, x,,y,) 66{: X d’r{: tal quey, -x;, Sy -x
entonces (x1 Y, €S

S¢ vS, = S, Seaa(xy)= (xy), « {x,.v,) = (X,.y,} como

Y, - X, SY-X, estoda{V1 <y

X, = x
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luego por S, (x,.¥,} € Sypor§, (x,.v,} €S
Sg :Si{x,y) €S, y2x=y =x
Sg ¥S, = SS‘.Siy>x=>y-x€6{:,iuego {o,y-x)E€S

{por S_}, dedondey - x = o {por 86), oseax =Y.

SOBRE A VERSIUi~ » -« .~ DE LA
TrORIA DE LA PROT UCCION

RESUMEN

L:. cste trabajo se estudia la relacién entre los conceptos de eficiencia y
maximizacién de ganancias en un espacio de produccién S descripto en versién
“stock”, sobre la base de los resultados obtenidos por H. Nikaido en CONVEX
STRUCTURES AND ECONOMIC THEORY, N. York 1968 (chap. 1V).

Se introduce para el esp:_.cio S (;l‘ sigtliefte exigma o o

§4: “dados (x)y) € R+ x ], .(xy) €ﬁ+ x R+ talesquey -x =y -,

entonces (x, y) €5 si y solo si (x; §) €8 .
O sea si un proceso productivo es posible, lo es también todo otro
que defina la misma produccién neta que él.

Para un espacio § que cumpla S se estudia la relacién de eficiencia y se ob-
tiene el siguiente teorema S’

Teorema Sz'

Sea S convexo, (%, §) un proceso eficiente en S, entonces existe P Eam .
p > o tal que (%, §) es un proceso maximizador de ganancia para el sistema de pre-
cios p, o sea py - pX > py - px, para tedo (x,y) en S.

Se obtiene, éntonces, que el vector de precios para el cual un proceso efi-
ciente es un maximizador de ganancia es del tipo (p, p).
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ON THE VERSION STOCK OF PRODUCTION THEORY

SUMMARY

The present paper deals with the relation between efficiency and profit
maximization in a stock version production set considering the results obtained by
H. Nikaido in Convex Structures and Economic Theory, N. York, 1968, Chap. IV.

The production set will be given such a hypothesis so as to ensure that
goods involved in a profit maximization provess will have the some price as imput
or output.

Besides, this hypothesis will make stronger the efficiency relation as well as
the diferent properties a stock version production set may fulfil.





