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EQUILIBRIO GENERAL WALRASIANO Y NO-WALRASIANO
EN UNA ECONOMIA DE LEONTIEF

GUILLERMO ESCUDE *

En este trabajo trato de relacionar esa parte de la teorfa econéd-
mica a veces llamada “economia lineal” (que incluye a los modelos de
Leontief y Sraffa asi como las formalizaciones lineales de Marx) con la
teoria del equilibrio general, tanto walrasiano como no-walrasiano?.
Es sabido que la teoria del equilibrio general walrasiano (como esta ex-
puesta en la obra clisica de Debreu (1959)) es lo suficientemente gene-
ral como para incluir a las economias con tecnologia de Leontief?. Sin
embatgo, quienes trabajan con tales modelos a menudo desaprovechan
las posibilidades que brinda la teoria walrasiana y recurren a simplifi-
caciones innecesarias como la de suponer que los consumidores tienen
una canasta de consumo de proporciones fijas. Por otro lado, la simpli-
cidad de la tecnologfa en los modelos lineales los hacen especialmente
aptos para incluir en ellos aspectos a menudo soslayados en modelos
mas genetales con la finalidad de evitar complicaciones. Citemos como
ejemplos la distincién entre stocks y flujos, la explicitacion de los in-
sumos intermedios y el tratamiento de la tasa de ganancias, La explici
tacién de los insumos intermedios, en particular, le otorga a la econo-
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1 La teoria del equilibrio general no-walrasiano, que recién esta en proceso de gestacibn,
es llamads por algunos autores “teoria del equilibric genaral con racionamijento”’ y
por otros “teoris del desequilibrio’".

2 Una tecnojogia da Leontief estd formada por tantos proceses productivos unjprodus-
to como bienes producidos hay. Cada procesc presenta rendimientos constantes a as-
cala y proporciones fijas entre |os insumos, Tal tecnologja puede ser representada me-
dianta una matriz de coeficientes de produccidn.



218 ECONOMICA

mia lineal ese atrayente rasgo de circularidad que la caracteriza,

En Debreu (1959) se supone que hay mercados a término para
todos los perfodos futuros que le interesan a los agentes. Asi, los agen-
tes formulan phnes para todo el futuro y una vez que el proceso de
tanteo se detuvo en un vector de precios que despeja a todos los mer-
cados no es necesario repetir el proceso de tanteo pues los planes se
han compatibilizado para todo el futuro. Esta interpretacion es escasa-
mente realista. En el planteo moderno del equilibrio general tempora-
rio (véase Hicks (1939), Saito (1961) y Grandmont (1977))no existen
mercados a término para todos los periodos futuros y todos los bienes.
Luego los agentes deben formular sus planes sobre la base de expecta-
tivas de precios futuros (para los bienes y periodos para los cuales no
hay mercado a término) que pueden no realizarse. E] equilibrio logra-
do compatibiliza los planes de los agentes para el periodo en curso pe-
ro no asi sus planes para periodos futuros. Por ello, el proceso debe re-
petirse perfodo a periodo con expectativas cambiantes. Es en un tal
marco de equilibrio general temporario que inserto a la economia de
Leontief. Para simplificar Ta exposicién, no se adoptan supuestos espe-
cificos con respecto a las expectativas de precios futuros de los agen-
tes, Tales expectativas se encuentran incorporadas en forma implicita
en las funciones de utilidad de los agentes y se reflejan en sus deman-
das de stocks,

En Escudé (1982) también inserté un modelo lineal en una es-
tructura de equilibrio general. Sin embargo, en ese trabajo las empresas
maximizaban beneficios sujetas solamente a restricciones de capital; o
sea, solamente se restringia el valor de los insumos, no asi su cantidad
fisica. Ese planteo resultaba conveniente para generar la ecuacién de
precios correspondiente a una tasa de ganancias uniforme y puede in-
terpretarse como un modelo de equilibrio general de largo plazo como
lo concebian los clisicos. En este trabajo, se considera un modelo de
corto plazo, En él, la produccién corriente de cada empresa se encuen-
tra restringida por el stock de insumos que ella posee al comenzar el
perfodo. Si no usa todos sus stocks, puede ofrecer los excedentes al
mercado junto con su produccién planeada. Con este planteo se gene-
ra la ecuacidn de precios correspondiente a tasas de ganancias no-uni-
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formes.

Como enfatiza la tradicién keynesiana, en el corto plazo pueden -
existir rigideces de precios que imposibiliten el logro de un equilibrio
general walrasiano, Hemos querido mostrar cémo una situacién en la
que algunos precios son totalmente rigidos puede adn ser tratada con
los métodos tradicionales. Con tal objetivo, en las dltimas secciones
suponemos que el salatio es completamente rigido y que, en conse-
cuencia, el mercado de trabajo se despeja por racionamiento via canti-
dades (en contraposicién al racionamiento via precios). Adoptamos la
“hipbtesis de decisibén dual” de Clower (1965) al suponer que, una vez
conocidas sus transacciones en el mercado de trabajo, los agentes rede-
terminan sus planes en los restantes mercados. Estos nuevos planes son
los efectivos y difieren, en general, de los nocionales cuando el agente
es racionado en el mercado de trabajo. '

Para facilitar la lectura, opté por dejar todas las demostraciones
formales para las notas que se encuentran al final del trabajo. En cuan-
to a la notacibn, el contexto indicard si un vector debe interpretarse
como fila o columna, Sea x e y vectores y A una matriz. La siguiente
notacion serd frecuente:

e = (1,...,1) A :i-ésimafilade A

e, = (0,0, 1,0,..., 0) Al : j - ésima columna de A
X‘<-Y3X§y xFy xi:i-ésimoelefnentodex,
x € yrx<gyy x<Ly = : igualdad por definicién.

En general, los superindices de los vectores de cantidades se re-
feriran a los agentes, sean estos familias-o empresas. La ausencia de tal
superindice indicari la agregacion sobre todos los agentes del mismo
tipo. I denotara a la vez (sin peligro de confusidn) el niimero de fami-
lias y el conjunto de indices i que representan a las familias. K cumple
el mismo papel con respecto a las empresas. O sea

I = -[1/1-—-. L.} , K = { kik =1,...,K}.
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1, Caracteristicas generales del modelo.

La economia es no-monetaria, Hay un perfodo de tiempo en
curso durante el cual las empresas producen ¥ las familias consumen y
trabajan. Los intercambios se realizan al final del perfodo. Por lo tan-
to la produccién de las empresas est4 limitada por los stocks de bienes
¥y trabajo que tienen al comienzo del periodo. Asimismo, el consumo
de bienes y tiempo libre de las familias ests limitado por los stocks que
poseen al comienzo del perfodo. Hay también un perfodo préximo
que entra en el horizonte de planeamiento de los agentes econémicos.
Los planes que tienen los agentes para ese periodo, sin embargo, no se-
ran tratados en forma explicita sino que estarin reflejados en las de-
mandas de stocks finales que ellos manifiesten en el periodo presente?.

Los stocks de trabajo que poseen las empresas al comienzo del
perfodo corriente han sido contratados durante periodos precedentes.
El tiempo disponible del perfodo corriente de las familias ha sido asig-
nado por ellas al trabajo y al tiempo libre durante el perfodo pasado.
Ellas disponen de una cantidad de tiempo del perfodo préximo que
puede ser (parcialmente) vendido como trabajo potencial a las empre-
sas en el perfodo corriente. Hay un Gnico tipo de trabajo y n bienes
producidos,

Si bien los intercambios y la distribucién de beneficios se reali-
zan al final del perfodo corriente, los planes de los agentes para el pe-
riodo préximo se formulan al comienzo del periodo en curso. De tal
modo, luego de la determinacién de un equilibrio mediante un proce-
so convencional de tanteo de precios, los agentes pasan a cumplir sus
contratos. En particular, las empresas pasan a cumplir sus planes de
produccién. Los productos producidos durante el periodo estarin as{
disponibles al final del mismo, cuando se efectfian los intercambios,

Hay n procesos de produccién: uno para cada bien. En ellos
imperan los rendimientos constantes a escala ¥ las proporciones fijas

3 Este procedimiento puede justificarse suponjendo que |os agantss tiensn ciertss ex-
Peciativas con respecto s tos Precios que regirén en el futuro. Utilizando una téenica
de programacitn dinémica, pusde construirse una funcidon de utilidad esperada que
reduce el probigna de sleccién Intertemporal a un prablema de decisién de un anico
period.. 2fr GRANDMONT {(1977),
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entre los insumos. Cada proceso usa bienes producidos y trabajo para
la producciéon de un Gnico bien, Sea A « RT" la matriz de in. mno-
producto: A denota la cantidad de j necesaria como insumo para la
produccion de una unidad de i. Seat e R, el vector de coeficientes
de trabajo: t, denota la cantidad de trabajo requerida para la produc-
cién de una unidad de i. Luego (A, t) denota a la tecnologia y (A, t),

al i-ésimo proceso. (A, t) verifica el siguiente supuesto:
S1  a) Aesconvexay productiva® ;b) t > o.

Cada familia y cada empresa tiene un preorden de preferencias

representable mediante una funcién de utilidad ordinal U que verifica:
S2 U es a) continfia, b) creciente, c) estrictamente cuasi-céncava °.

4 Una matriz A es productiva si existe un vector g » o talquegA < q. Cfr. Gale
(1960), p. 296, Una mutriz es conaxa si es Indescomponibie y no es la matriz cero da
1 x 1. Esta distincién resulta a menudo Gtil, Por sjemplo, nbtess que en la definicién
de Gantmacher (1969} de indescomponibilidad (o irreducibilidad) una matriz cero de
1 x 1 results ser indascomponible. Este hacho obviamenta contradice su corolario sl
Lema 1 (p. 52}, La importancia de esta distinclén para ia clasificacién sratfiana de ias
mercancias no-bisices ha sido analizads en Escudé (1981).

5 U os estrictamente cuasicdncava si Xy Foxg v Ulixy) _>.= U (x,) implican
Uix{ad) > U (x1), donda x (a8} = ax, .+ {1-a) Xy, 8. € (o, 1). Obsérvase
que 52 implica que U ss @strictamente crociente en sl siguiente sentido: Xy P X,
implica - U (x2) > (x.l). Para comprobarlo, tbmaese Xy > Xq Por §2b},
¥} (le 2 u (x1). Supongemos que rige la iguaided. Entonces por S2c} se tiene,
2 > x(a) = X, Uix(a)) > U (x1) =u (xzi. En particular, se tiens
Xy @& x{8) v Ulixy) < Uix{s})Ilo cusl contradice S2b).

X
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Para evitar complicaciones postularemos dos supuestos ad- hoc.
En primer lugar, la demanda y la oferta de bienes y trabajo por parte
de cada familia i e I (empresak e K) esta restringida a un conjunto
X' (Y*) compacto, convexo y que contiene al o, En segundo lugar, ca-
da familia i (empresa k) posee un vector de stocks iniciales de bienes ¥
trabajo a' | (a* ) estrictamente positivo. Por supuesto, muchos de los

elementos de ese vector pueden ser arbitrariamente pequefios.
2. Las familias.

Hay I familias que demandan bienes, ofrecen trabajo y son pro-
pietarias de empresas y de stocks de bienes y tiempo vital. C, esla
participacion de ienh empresa k, donde ¥ C, = 1 paratodok.
Sea b* (p) los beneficios distribuidos por k cuando los precios son p =
= (P1s -+ -3 Pns Pas 1) = (P’ » Ppaq )» donde p,, . es el salario. Elin-
greso por beneficios de i es b’ (p) = {J b* (p)C,, - alo es el vector

de stocks iniciales de i. Su (n+ 1) -ésimo elemento, a' denota el

oln, 1)
tiempo disponible de i en el proximo periodo. Es ést; la cafntidad ma-
xima de trabajo que i puede ofrecer para el préximo periodo.

Luego el espacio de eleccion de i, X!, puede escribirse en la for-
ma$ x L'donde L' = [ o, aiotn + 1) }. Por nuestro supuesto ad-
hoc, 8! es compacto, convexo y contiene alo e R .-

Las familias determinan sus funciones de demanda de bienes
S' (p) y de oferta de trabajo L' (p) (o, alternativamente, de demanda
de tiempo libre aio(n +1y - L (p) mediante el siguiente proceso de

optimizacion.
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(1)S(p), L' (p)) =argmax {U' (8, a) . ,,-L)/ (8, LheX,
(s', LY
(S8 o1y - L) S 8 pebl (p) )

: v
Como X' es compacto y U' continua, dado cualquier p € RY

(1) estd bien definido. Usando el clisico Teorema del Maximo puede
demostrarse que si cada b* (p) es una funcién continua, también lo es

(8'(p), L' (p)). ® El vector de demandas netas de bienes y trabajo de i

[ La continuidad de (Si {p), LI {p)) puede demostrarse aplicando ta proposicion de De-
breu sobre ia continuidad de la correspondencia de presupuasto (cfr. Debreu {1969},
proposicion 4-8 (1}) v el Teorema del Maximo {(cfr. Berge (1959), Cap. V1.3). Para
conveniencia del lector los incluimos a continuacion. {El Teorema del Maximo que
formulamos en realided combina el Teorema del Maximo de Berge con su Taorema 2
daf Cap. Vi.3. Esa versiGn resulta mas (iti! para nuestros propésitos).

Teorema de continuidad:
Si a)ui (p,w1,...,wm)= {xex'/xpéwi}
b} XI @ compacto y convexo,
c) (Do, WDJ e A™™M ag tal que gi (po, wo) FPy wl > min {xpo /
Ixe Xi }
entonces g' as continua en (po, wo).

Teorema def Maximo: Sea G: X =¥ Y una correspondencia continua tal que para to-
do x e X, Gix} # @ ., Sea f: XxY =+ R unafuncidncontinua. Entonces M{x) = max
{ fix, ¥y} /v eG (x}} et una funcién contlnua y F (x) = {y e Bix}/fix,y) = M(x)} o,
una correspondencia semi-continua superiormente (s.c.s.).

Continuidad de (S'fp), L' (p} : Sea P = H+n+41 ,{a]’. Definasa la correspondencia g‘:
oo i [ [ i i [ i

P x int R =+ X,g (p,w)_{(S,L)EX it .ao(m -L)pow }X s com-
pacte y convexo por hipbtesis. Ademas, (o, a;‘m” Ye gi (p, w') v w' > a=min {(S',
Li)p/ (sf, LI) € XI}. Luego pueda aplicarsa ei Teorema de Continuidad (conm =1y

W = w') y concluirse qua g es continua en (p, w'). Definamos ahora la funcidn de
ingrescs no-laborales da |

i o o K
w P o> intR ;w p) = $p+ka b (p)c“‘
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es entonces (S'(r . - a’) . Li{p)) donde a"” es el vector que incluye los
primeros n elementos de a .

3. Las empresas

Hay K empresas, cada una de las cuales puede producir los n
bienes. Cada empresa utiliza sus stocks iniciales para producir durante
el periodo corriente Y al final del mismo ofrece sus productos y de-
manda stocks finales a* para tener al comienzo del periodo préximo.
Sea ¢* el vector de produccién bruta de k. Como los intercambios se
realizan al final del perfodo, la produccion de k esté restringida por sus
stocks iniciales. En consecuencia, q* debe pertenecer al conjunto

(2) Q“ ={q* ¢ R", ; q*(Ar) <ak_ }.

Los beneficios de k son ¢*Bp, donde B = (I-A, -t). La empresa
decide qué proporcidn de sus beneficios va a retener al determinar su
demanda de stocks finales. Verb].gracla siakp > a*_p, desea retener
una parte de sus beneficios: (2% - a*o)p. Suponemos que el resto,

5i n (D) 8s una funcitn continug en P para toda k {10 cual demostraremos an e Nota
71, w' [p) es también yna funﬁén_contlnua ¥, por lo tanto, g {p)= g {p,w (p)) es
uha correspondencia continua en P, —- -

Fodemaos ahora aplicar el Teorema del Maximo, con G = g I: [ XI

‘fErJl: P x x! "*H,donde

U'(p, 8’ }*ucs 2 ”L),

Mip) = max{U (s', on, 1) sl e (p}}

F=is’, Ui o), Uipn={ s, L) e o' fu's, °ocn 0" L)=M(D)}

Obsdrvese que para todo p eP g (p) 83 NO VAcio pues contiene {o, a
Concluimos qus (S (p), L'(p)) es una correspendencis s.c. l

Por cuasiconcavidad estricta de L.!i sin embargo, (Sl(p} L {p}} no puede taner mas de
un punto, Pues mpo?gamos qua (S L ) ySz, Lz) son dos puntos diferentes quae
pertenocen s (S'{p), L'(pP)). Ent0ncau

v (51, 'lo(n+ n- L1) = U (52, ao(n+ 0" Lz). Como smbos puntos satisfacen la
rastricclén presupuastaria de (1), también lo hace cusiquier combinacién estrictamen-
te convexa de ambos. Perc por cuai-concavidad sttricta, tal combinacibn tiens un
mayor nivel de utilidad que cualesquiera de los extremos, contradiciendo asi la perte-
nancia de estos punto; u (si(p), L'iph.

Por o tanto, (g {p), Litp}) es una funcién (univoca). Como es s.c.a, 83 uns funcién
centinua,

oln, 1} )
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k k ky = k k k
b(P,q.,a.)—qu+(a°-a)pgo

se distribuye entre los propietarios. Para tomar tal decisién la empresa
dispone de un preorden de preferencias sobre sus beneficios distribui-
dos y sus stocks finales. La escala absoluta de los precios de cuenta no
debe afectar tal decisidn. Luego U* es funcién de b*(p,q*,a*) fep y de
a* y la empresa debe maximizar esa funcién bajo la restriccion de que
b* sea no-negativa. Como b es homogénea de grado 1 en p, U* resulta

ser homogénea de grado o en p. Luego podemos restringir el campo de

variacion de p al conjunto P ={ p € RT*"/ep = 1}sin pérdida de
generalidad. Como U' no depende de p, ello no afecta la decisién de
las familias,

Al determinar (q*, a*}, la empresa se restringe a su espacio de
eleccibn Y* = Q¥ x A¥. Como se desprende de {2) y S1, Q* es com-
pacto, convexo y contiene el o. Por nuestro supuesto ad hoc, A* tiene
las mismas propiedades.

La empresa determina su plan de produccion para el periodo en
curso (g*) y su demanda de stocks finales (a*) mediante el siguiente
proceso:

(3)  (q*(p), a*(p) = arg max {U*(q*Bp + aj p -a*p, ") : (q",a")
(g, a")
e ¥X q"Bp+ a:;p -ak pg o}.

Como Y* es compacto y U* continua, dado cualquier p ¢ P, Q" @k
a* (p)) es no-vacio. Puede demostrarse que q* (p) es una corresponden-
cia s.c.s. y que a%(p) y b*(p) = bX(p, ¢*(p), a*(p)) son funciones

continuasen P 7

7 Supongamos por ¢l momento qus la corrapond-ncla

vhipe Yk:vk(p)={(qk,ak) € Yk/qup"' 8P - S P = o}

83 continua. La funcién
K

URipxy®s r ; UKpgK o) = Uk (g*Bp+ nkop - a®p, &)

es tamblén continua, Ademaés, para todo p € P, Vk(p) # Q@ pues siempre contiens ai
0. Luego pusds aplicarse ¢l Teorema del Miximo para conclulr gue
Mip) = max {U* (p.a%.e*) / @ e e Viim}
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El vector de ofertas netas de bienes y trabajo de k es q*(p)B + ak -
- 3%(p) %,

4. Equilibrio General Walrasiano

Sea E (p),g = 1,..,n+ 1, h demanda excedente de g cuando

s precios son p y sea E(p) el vector formado por tales elementos, Por
lo visto en las secciones precedentes,

E{p) = (S(p), -L(p)) - q(p)B + a(p) -a,

es una funcidn continua vy
—k k

@*(p), 8 (o)) ={(q¥ aX) e vER) /0%, o%, &) = Mix} }

83 una correspondencia s.c.s. Medjante un razori‘lmlanto anblogo #] de la Nota 6 se
comprusba que la cuasi-concavidad estricta de U Implica que & {p) os univocs. Lue-
g0 a (p) es una funcién l?onﬂmka. q (p}, sin embargo, puede ser multivoca va que
pusden haber miltlpies q° € Q que hagsn méximo a g Bp. Pero 1odos los sleman-
tws deq {p) deben c&ar el mismo valor aq Bp. Luego, a pasar de ser q (p) una corres
pondencia (s.c.a.), q" {p)Bp.esuna funcidn {continua), Luego

b*(p) = q* {p)Bp + akop - a%(plp
63 también una funcién continua,

Nos resta sclamente demostrer que V' (p) es continua, o sea samicontinua superior e
inferlormente. Con 1al fin resuita conveniente reescribir a V' {p) daf slgulente modo:

Vk(p) ={(qk, o) e ¥* /(qk, s*) ('? p S akop }

La xcs. da Vkip) ‘'sa desprende an forme directa del hecho de tener codominic com-
pacto v ser su grifico,

{tp,a*, &) ¢ P x Y"/(qk. a*) ('?)p Y nkop}

un ¢conjunto cerrado (cfr, B?(rge (1968}, Cep. V1.1, Corolario al Teorema 7
Para demostrar la s.c.]. da V (p), obsérvese que
-1

v"(p) =% g ip, hip)})

donde K

h:P + IntR, h(p)_.—.aop

9:PxintR + "1 opw).={z e "™ /2p 5 w}
f:vk, g1 fia®, &) = @*, &) (B)

Luego, basta con que h, gy £l s6an &.C.. pars que V" también Io sea (cfr. Berge
{1959}, Cap. V1.2, Teorema 1). h es una funcién lineal y, por lo tanto, continua.

Como Yk & compacto y convexo v f s lineal, f(Yk} CR n+1 tamblén es compaeto
¥ eowveno. Podemos restringlr ol codominio de g a f (Y¥}. Como
w>o=min{zo/2z e f1v))

sa cumplen {as condiciones del Teorema de Continuldad, Luego g es continua Y, por
lo.tanto s.c.1 en su dominio. Por Gitimo, demostremos qua

f'1:f(Yk)9- Y5 iz = {(qk,ak) e Y&/ (@ ,a%) f?): z}
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donde S,L,g,ay a, denotan las sumas de §', L', ¥, a* y (@', 0) sobre
sus respectivos superindices. Notese que, como q(p) es una correspon-
dencia, también lo es E(p). Dado el caricter estrictamente creciente de
las funciones de utilidad (cfr. Nota 5), la solucién del problema de

#¢ Una correspondencia s.c.i. Ndtese que Ila matriz (‘?) € H(2n+ 1ix(n+ 1) es de rango
n+ 1. La matriz

| -B
C =1

] |

Ve H(2n+1)x(2n+1)

{donde I. matriz identidad de arriba es de nxn y la de abajo esde (n+ 1} x {n+ 1)) es
de determinants 1 v, por lo tanto, inversible, Sean Z € f(Y), < z'> una sucesibn de
alementos de f{Y ) que tiends a Z,ysea {q,a) ¢ f'1(Z). Queremos construir u ne su-
coasibn < qr, a > que tienda a {q, a} v tal que (qr, ar) e f'1(z') pare todo r. {cfr. De-
breu (1969), p. 23). Sea

{8 (9,a") = (g, 2") ¢!

Como (q,a) € i {Z) se tiena {g,a) ('IB) =2Zy{qa)C = (q,2).
tuego, como Z7 + Z,

1

08" =tq,2) ¢!+ fQ,2) ¢ = (q, =)

Ademas, de (a) se desprende que (g, a’ ) ('IB) =2, 0ses,iq,a") et (2 )
Luego se tiene la sucesidn buscada,
8 En lo precedante {y an lo que sigus} hemos estado suponiendo implicitaments que

los stocks de trabajo de Ias empresas son almacensbles. Es por allo que las smpresas
pueden ofracer al mercado sus stocks de trabajo excedentes a oln+ 1" q t. Este
proceder no es del todo compatible con In interpretacibn de ’lo(n-l- 4) como tiempo
vital, el cual no es aimacenable. Optamos por suponer stocks alrmcennLlpc de trabajo
por simplicidad de notacién y porque, para simplificar ias demostraciones, hicimos el
supuestd ad-hoc de que a o o estrictaments paositivo. No obstants, conviene sefialar
cbmo deberian modificarse |as funciones an caso de suponer que los stocks de trabajo
no son almacenables:
a) Beneficios : g Bp- (ak - qkt)p = qk(!-A)p1 B uk p
oln+1} n+1 aln+ 1) n+1

b) Beneficios retenidos : akp - akop

<) Benaficios distribuidos : qk (I-A)p1 + ‘kol p1 . akp

d} Oferta neta de bienes : g~ {1-4) + ."ol } ."I

&) Damanda neta de trabajo : ak(m_ 1

b} y d} no han cambiado. Como el trabajo no es almacenable, los stocks de trabajo no
utilizados por las empresas durante el periodo simplements dessparecen {transfor-
méndose en tiempo de ocio extaordinario de los trabsjadores). Esta destruccidn im-
productiva de sotcks constituye un costo para las emprasass y debe 18t rosece ¢ log
beneficios (a)) y de los beneficios distribuidos (c)). Ademas, |a demands nets de tra-
bajo es ahora igual a la demanda de stocks finales da trabajo (e)).
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eleccion de la familia debe cumplir la restriccién presupuestaria con

igualdad, o sea

(S @) &g ) - L@ = dop+ [ (@B + &, -2 ()] pC,.
Agregando sobre i se obtiene

(4) E(plp = o.
Una aplicacién directa del Lema de Gale-Nikaido ® asegura la existen-
cia de un p.*¢ P tal que E(p*) contiene un elemento E* = o, Conse-

cuentemente, existe un q* e q(p*) tal que

(S(™), - L(p*)) + a(p*) € ¢* B+ a, .
Como E¥ p* = 0,E* S oyp* 2 Osededucequep‘: > o im-
plica E* | = o . Luego

(p*5 (' M), LM i e T3((@)% 0¥ Kk e K

constituye un Equilibrio General Walrasiano (EGW), o sea, una situa-
cion en la cual todos los agentes cumplen sus planes 6ptimos con res-
pecto a los precios dados, no hay demanda excedente (positiva) en
ningin mercado y slo puede haber oferta excedente (positiva) en un
mercado si el precio correspondiente es nulo (o sea, se ha convertido
en un bien gratuito). En un EGW tanto las familias como las empresas
maximizan utilidad sujetas a sus restricciones “naturales” y sélo puede
haber desempleo si el salario es nulo.

Podemos sintetizar los resultados precedentes en el siguiente
Teorema:

Teorema 1. Siparatodoi ¢ I{k ¢ K), Si(A*) es compacto, convexo

] Lema de Gale-Nikaido: seaz T R™un conjunto compacto y B = {p € Hm.,, /
ap = 1 donde a > o.Sesa F: R * Z una correspondencia .c.s. tal qua pars todo
p € R, F(p) s novacio y convexo y verlfica F(p)p & o. Entonces existe p* ¢ R
tal qua F(p*) contiene un elemento Z¥ & o,
En nuestro caso, dado p € P, E{p} es no-vacjo. Se desprends de (6} de la Secclén 5
que q (p} es convexo. Como Ia suma y |as transformaciones linsales consarvan la con-
vaxidad, E{(p) tamblén es convexo (Cfr. Rockafellar (1970), Cap. 1.3}, Ademés, E{p)
tisne codominio compacto y s £.c.s. pues o.mismo ocurre con todas las funciones y
correspondenclas involucradas en su definicién. Lusgo, teniendo en cuenta (4), se
cumplen todas las condiciones del Lema.
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y contiene el origen, a'_ (a* ) es estrictamente positivo y se verifican
S1y S2, entonces existen p* € Py q* e q(p*) tales que:

a)  (S(P*),-L(p*) + alp*) & q"B + a,

B) S, (p")+ 2, (M)

q*B“ +a,, si P*g >o0,g=1,..,n

C) L(P*) + ao‘m.-” = q*t + a(n—H) (P*) Si P*n+1 > a.

Obsérvese que el Teorema no descarta la posibilidad de que se
Bp* < o0, en cuyo caso q* = 0, 0 sea, se obtiene un equilibrio sin
produccion en el cual todos los intercambios se refieren a bienes que

provienen del perfodo precedente 1o,

5. Maximizacion de beneficios

Puede verificarse que (3) equivale al siguiente proceso de opti-
mizacibn secuencial 11:

(5a) q*(p) = argmax{U* (q*Bp + a* p - a“p,a*}:q" ¢ Q"}
k
- q
(5b) a*(p) = argmgx{U"(q"(p) Bp + a¥ p -a*p,a¥): a* e A",
a
a“p < q“ (p)Bp + agp}.

. i 3 . .
10 Padriarmos habsr supuestd due u' y U, en lugar de ser estrictamente cuasi-concavas
fueran meramente semy-estrictamente cuasi-concavas (cfr. Arrow-Hahn (1871), p. 87):

Ubc) 2 Ubx) =  Ulxtad 2 Ulxy) va e fod]

Ulxy) > U(x.l) = UVixf{a)) > Utx,) Va € [0,1],

donde x(a) = ax, + (1-a} x,. En ese caso, (s'(p), L'(D)l ¥ ak(p) serian correspon-
dencias s.c.s, como se demuestra on las Notas 6 y 7. (4) aln tendria validez y podria
aplicarse igualmente aj Lema de Gale-Nikaido, Se concluiria que exista un p* e P tal
que E(p™) coutiena un alemento E* £ o, O ses, existen (S¥, L*) ¢ (S(p*}, Lip*N ¥
(a* a*) € (a (p*), 2%{p™)) tales que:

* * * *
a) i8,-L)})+ a ;<-:C|B+||0
* * *.9 L *
b S + = B+ a si > 8= 1..,n
! g %e =1 og ®FPg 708
* * * *
© LT By Attt oA, 8P, 2o
11 Es evidente que todo elemento de {3) pertenece a (6). Para comprobar qua vale la in-

clusién reciproca, supongasmos que {g, a) pertenece a (b) pero no a (3). Entonces
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Como se demostrd en la Nota 5, $2 implica que U* es estrictamentc
creciente. Por ello, g*(p) es independiente del valor que se le dé a a
en (5a) y puede reformularse del siguiente modo:

(6) q*(p) = {¢" e Q /q*Bp es max}

De (6) podemos deducir que los procesos que rinden bencficios
positivos (si alguno existe a los precios dados) deben ser operados por
cada empresa hasta el limite de su capacidad, o sea, hasta que se le
agote algiin stock. Por otro lado, los procesos que dan pérdida no de-
ben ser operados, Para formalizar estas observacivnes, definimios:

N={l.,n},G{p) ={geN/B p >0}

Hp)={g ¢ N/Bp <o} Q = {q* ¢ Rl /g"(Ar)S a, }

G(p) y H(p) son los procesos que (a los precios p) rinden beneficios
positivos y negativos, respectivamente. Q* es la frontera de eficiencia
del conjunto de posibilidades de produccion Q. Puede demostrarse el
siguiente teorema 12,

axiste { q_.:-) e vk que sstisface |a restriceiédn de (3) v tal que
) UXa,21 > U i,
—k — Kk, k L3 Kk k . .
donde U (ga) = U'lgBp+ ap - ap,a) Comoq periensce a i5a) (dado
U alquisr ak € A_k) sa tiene °
®) O, m 2 Ta.a.
Combinando (a} y {b) se tiene:
—K - =k
{c) UTlg,a) > U'iq,a)
por 1o cual & 1o puede pertenscer a (5b).

12 Demostracibn del Teorema 2;

. k k
a)seang’ ¢ Giplyg € q (p}y supongamos que

Zz [3
geGip I 9“"” < t‘ko
Entonces para ¢ > o suficientaments pequefic ¢

P z k K
49 g e G(p) qg Be + EGB, e Q.
Ademis,

k

T K b
+ .
geN~aip 9 gBP* gc apy g ¢BgP

= k z k -k
g ¢ Gip} a ngp < g € Gip) qQ eBgD + EBg,p = q Bp.
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Teorema 2. Paratodop 2 oytodok ¢ K se tiene:

a) SiG(p) # @yq* e q*(p) entonces ezstp) g, e, € 2

b)  Sig e H(p) y q* € q*(p) entonces q*, =o.
6. El costo imputado al uso de stocks.

Relacionemos nuestro resultado con el marco tipico de la eco-
nomia lineal. Definase la tasa de ganancia del proceso g:

1, =Bp/ (At)p
Luego se cumple la ecuacion de precios para el caso del salario pagade-
ro por adelantado y tasas de ganancias no-uniformes:

f(A!t)P =Bp o P1 = ([« f) (APT + tPn+1)
donde f = diag (r, , .., r,). Algunas (o todas las) tasas de ganancia
pueden ser negativas,

Por (6), q" {p) puede expresarse alternativamente como el con-
sunto de soluciones dptimas del siguiente programa lineal:
(P“) max  ¢*Bp s g¥(At) S ak ., g2 o

k

9

Como este programa tiene solucion, también debe tenerla el siguiente

programa dual !3

(D¥) min  a*_Z* ; (Auz¢Z Bp, Z*7Z o.
Zk

Io cual contradice & n:|k e qk(p).
Kk
b) Supongamos que qk €q {p)y qu

Comoqk ¢ a® s tiena qk - equ o € a* para € * ©

> oparage Hip)

suficientemente peguefio. Pero
k k k K k
B - e |JBp = Bp - € B > B
(q % g gl [ q Bp 9 484 q Bp

to que cantradice qk € qk {p).

13 Véase Nikaido (1978), Teorema 26. 2d (iii), p. 182.
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Podemos interpretar la solucién Z* de (D* ) como el vector de costos
que k imputa a la utilizacién de sus sotcks. Si g* es solucion de (P¥),

sabemos por dualidad que debe verificarse ! 4,

(7) §* [(At)Z* -Bp ] = o.

Como tanto g~

deduce que
(Ag), Z > Bp =r, (At)p = q*, = o

O sea, si la empresa le imputa al uso de sus stocks en un proceso un

costo superior al que le asigna el sistema de precios opta por no operar

al proceso,

como el término entre corchetes son no-negativos, se

7. Racionamiento en el mercado de trabajo.

De ahora en adelante suponemos que el salario es completamen-
te rigido y que, consecuentemente, el mercado de trabajo se ajusta por
racionamiento de cantidades. También suponemos que cuando un
agente es racionado en el mercado de trabajo reformula sus demandas
de bienes. Mientras sus demandas originales son la “nocionales’ llama-
remos “efectivas” a las formuladas en la “segunda vuelta de decisi6n”.
Por simplicidad, en lugar de manejarnos con un esquema general de ra-
cionamiento, suponemos que existe un mecanismo determinado que
explicamos a continuacién. Esquemas diferentes son, por supuesto po-
sibles.

Los planes nocionales §'(p), g* (p) y 2* (p) son determinados por
(1) y (3). Definamos la correspondencia de demanda de trabajo de k:

k K k k

N (P) = a(n+1 ) (P) -4 o(n+1) +q (P)t‘
Si bien la empresa comunica N* (p) al “mercado”, #ste (o un “subasta-
dor no-walrasiano”} registra solamente el valor miximo de dicho inter-

valo:

N*(p) = max N¥(p).

14 Ibid., Observacibn 7, p. 183,
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Como a lo largo de este trabajo hemos estado suponiendo que la em-
presa puede ofrecer al mercado sus stocks sobrantes de trabajo, es po-
sible que N*(p) sea negativo. Para definir nuestro mecanismo de racio-
namiento sera conveniente distinguir entre las empresas que demandan
trabajo v las que sdlo lo ofrecen. Con tal propésito, definase

K, (p) ={k e K/N*(p) 2 o}, Ky(p) ={k ¢ K /N*(p) <o}

Luego la oferta y demanda agregadas de trabajo que el mercado regis-
tra son las siguientes

Op) = L) - o ke W@ DR = i o) M)
Sea
M(p) = max (O(p) , D(p)).
Como O(p) = o y D(p) > o,setiene M(p} 2 o.SiM(p) = o se
tieae O{p) = D(p) = oy el mercado de trabajo se “despeja’ sin ne-
cesidad de intercambio. Si M(p) > o, pueden definirse las ofertas y
demandas racionadas de trabajo del siguiente modo:

.m‘)(g) Ne(p) si k e K(p)

Z'{p) :_—ﬁéﬁj L'p); N(p) =1 }
%S_)Lﬁk(p) si k e K,(p)-

Como verificamos a continuacién, tales demandasy ofertas racionadas
necesariamente despejan al mercado de trabajo:

— —_ z z
(8) L(P)'N(P) = I;(—(I;)) L(p)- % k € K (o) NR(P)' %kexztp)
Dip) > I
=yﬁ(9)@(L(P)'kexz(p)N“(P))'% k €K, (o) Nk(P)"':

=3 gm - ,Q{,E) D = O
M) O{p) M(p) (p)
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Una vez que la empresa conoce su demanda racionada de traba-
jo recalcula su plan teniendo en cuenta dicha restriccién. Su plan de
produccion efectivo y su demanda efectiva de stocks finales se deter-
minan, entonces, mediante el siguiente proceso:

9 @*(pha* @) = argmax {U (g Bp+ afp- a*p, &)
(g~ , a*)
k

(g%, a%)e Y, q*Bp + agp-a“p Z o, a(n+1)-a';(n+1)+qkt:ﬁ((P) b

Una vez mas, por la compacidad de Y* y la continuidad de U, par:
todo p e Py(q"(p),a*(p)) es novacio. Puede probarse que q*(p) es
una correspondencia s.c.s. y a*(p) es una funcidén continua en P 1%,
Definamos los beneficios distribuidos cfectivos de k y el ingreso efecti-

vo por beneficios de i:

B (p) = q*(p)Bp + a¥p - a* (p) p

c:l
)
It
59|
o nll
=
<
@]

15 Si la correspondencia
Ko kK k ©, K k. k_> k K k, Tk
Vi) = {(a", ") e v /q Bpt+ap FP=0 8 T T =N (0) }

es continua en P, |a semj-continuidad superior de (ak(p),_ak(m)) se deduce por aplica-
cion del Teorema del Maximo {cfr. Nota 6). Compronemos gque V (p} + @ .
Para ello definimos
3 - k t
Find ={ve v /v(?)n§ap.v( y=mn}.
© Zntt ’

Obsérvese que \,rll = (o, akoenﬂ) € Flo) y gua existe y2 € F(Nk(p)) par definicién
de Nk(p). Por definicién de NK{n) se tisne N (p) — C ﬂlk(p), paraC e fo,1].
Se comprueba inmediatamente que Cy“ + {1 - ¢} ¥y e FIN (p)) =V (p). Ahora
puede aplicarse ] Teorema del Méaximo como se hizoc en la Nota 7 para comprobar

que

@), a KN = { @ a e Vi) 7 U5 0% ) s max }

es una correspondencia s.c.s. Nuevamente, S2 ¢) implica que ak {p} esunivoca y, por
lo tanto, una funcién continua.

Dimostremos ahora que V {p) es continug en P. Obsérvese quei’k(p) = Vk(p) N
W (p)

donde V' se define coma en la Nota 7 ¥
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Ambos son funciones continuas en P.1¢

Er forma aniloga, una vez que la familia conoce su oferta ra-
cionada de trabajo y sus ingresos efectivos por beneficios determina su
demanda efectiva de bienes:

43 ST (p)=argmax {UY(§',al Lip)) : 8'eS",

; oln+1)
Sl
SPT < LUP) Pouq* 2o, P+ DHP)Y -
Nuevamente, S'{p) resulta ser una funcién continua en P.}7
8. Lquilibrio General No-Walrasiano

La solucién de (10) para todo i, debe satisfacer la restriccion
presupuestaria con igualdad. Agregando sobre iy teniendo en cuenta
las definiciones de b'(p) y B se obtiene:

S(p)p' = L(PP., +a,p+ q(p)Bp - alp)p =

whipy = {(@, &y e ve 1 a9 ]
n

)=
+1
Como demostramos en la Notaki', v (p) es continua en P, por lo cual nos basta con
demostrar la continuidad de W {p} (cfr. Berge (1959}, Cap. VI. 2, Teocremas 2' y 3},
La s.c.s. de W (p) se desprends da su codominio compacio y su grafico cerrado. Para

k ~k
aomenyt N0 T

comprobar |a s.c.i. notemos que W' (p) = f{g(p}) donde
b K —k
g:P>intR_, g(p)mao(m_”i- N “{p}
triner v, fw ={ @8 ev @ = w)
®n+ 1

Como ﬁk(p) es continua, gl{p} también 1o es. La s.c.i. de flw) puede comprobarse
usando el mismo método que empleamos en la Nota 7 para cemprobar la s.c.i. de
f '(Z), usando esta vez la matriz

ot
o :(o H o)
ool
3 .k o —k
16 Como en el caso de q (p), si bien g (p) es una correspondencia s.c.s., @ (P}1Bp no

puede ser muitivoca. Luego debe ser una funcién continua,

17 Una vez mis, hay gue aplicar e| Teorema de Continuidsd y el Teorema del Maximo
en forma analoga a lo efectuado en la Nota 6,
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=[Lip) - et (PF 20 oy y 4 (V] Py + [T (DIFA) 42, -2 (p)]

Teniendo en cuenta la Gltima restriccién de (9) se tiene:

1S (p)-q(p) (FA) -a,,+a, (p)1p"+[N (p)-L(p)lp,,, = o.

Pero, como el racionamiento despeja al mercado de trabajo (véase {8)),
esta expresion se reduce a:

1

(11} E(p',py)p' =0

donde £ (p' p,1) = S(p)-q(p) (A} -2, + 4, (p)
Como p,_,, es fijo, podemos restringir los precios de los bienes
al conjunto

(12) P(py,)={p' e R} Jep" = 1-p_, }.

Haciendo uso otra vez del Lema de Gale-N1ka1do (cfr. Nota 9) pode-
mos inferir que para todop. ., € [0,1)existe unvector p' € P(p n+1)
tal que E (pt, P, 4+ 1) contiene un elemento no-positive. Como g (p)
es la dnica func10n integrante de E (p) que puede ser multivoca, se
desprende que q(p ) contiene un elemento q tal que

S{p}-q (I-A)-a,, +a (p) < o.

Ademas, como (11) se cumple en p, se ticne

Sg(i—’.)‘fT (LA) 9 -a + Eg (E):osiﬁg >o,g=1,...,n.
Sintetizamos estos resultados en el siguiente teorema:

Teorema 3: Bajo las condiciones del Teorema 1, para todo p ey €
[0,1) existeunp' e P(p P.e)yung e q {p)que verifican:

a) S{P)-q (I-A)-a,,+ a (p) < o,
bl py> 0 @S () (1-A) 2,42 (p) =05 =1,...,n

¢) L {p)-N(p) =
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Siempre que p despeje al mercado de trabajo sin necesidad de
racionamiento, o sea, siempre que O{p) = D(p), las demandas efecti-
vas de todos los agentes coinciden con las nocionales y se obtiene un
EGW. Sin embargo, como I;n-ﬂ es fijo, es poco probable que este ocu-
rra. Si el mercado de trabajo se despeja por racionamiento, los agentes
reformulan sus planes en los restantes mercados. Hemos comprobado
que dado cualquier salario fijo Poeq € lo,1), siempre existe un vector
de precios p' que torna no-positivas a las demandas excedentes efecti-
vas de todos los bienes y nulasa las de aquéllos bienes que tienen pre-
cio positivo. El conjunto {p; (SP),LI(p))i € I; (g*,a“(p))k e K }
define un Equilibrio General No-walrasiano.

Obsérvese que en cste modelo siempre podemas hacer variar
En-ﬂ hasta el salario pY,, que integra el vector de precios p* de un
EGW. A ese salario el mercado de trabajo se despeja sin necesidad de
racionamiento. Por ello no hay necesidad de calcular los planes efecti-
vas, o dicho de otro modo, ellos coinciden con Jos nocionales. O sea, si
puede lograrse suficiente flexibilidad salarial volvemos a un modelo de
equilibrio general walrasiano. Como observan Grandmont y Laroque
(1976), sin embargo, no puede decirse que el sistema de precios p- sea
mejor que p, pues, como en ambos modelos los agentes formulan sus
planes sobre la base de expectativas con respecto al futuro que pueden
no realizarse, ninguno de ellos constituye necesariamente un optimo
paretiano.
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EQUILIBRIOC GENERAL WALRASIANO Y NO-WALRASIANO EN UNA
ECONOMIA DE LEONTIEF

SUMARIO

En una economia de producdén con empresas dotadas de una tecnologia
de Leontief, restricciones de stocks y preferencias sobre los beneficios distribuidos
y stocks finales se determina la existencia de un equilibrio walrasiano. Se trata de
relacionar los resultados con los modelos lineales usuales. Luego se transforma al
modelo en uno no-walrasiano suponiendo que el salario es fijo y que el mercado
de trabajo se ajusta por racionamiento proporcional. Por medio de ia hipbtesis de
decisién dual de Clower se obtienen los conceptos de plan de pro<luccion efeciivo,
demandas efectivas de bienes, e ingresos efectivos y se demuest:a la rxisiencia de
un equilibrioc no-walrasiano.

GENERAL WALRASIAN AND NON-WALRASIAN EQUILIBRIUM
IN A LEONTIEF ECONOMY

SUMMARY

In a non-monetary production economy in which firms have a Leontief
technology, stock constraints and preferences on distributed profits and final
stocks, a walrasian equilibrium is shown to exist. The resulis are related to those
of standard linear models, Then the model is transformed into a non-walrasian one
by assuming a fixed wage and proportional rationing in the labor market. By means
of Clower's dual decision hypothesis, concepts of effective production plans,
effective dem:ands for goods and effective incomes are obtained and a non-walrasisr
equitibrium is shown to exist,





