LA MERCANCIA PATRON GENERALIZADA PARA TRABAJO
HETEROGENEQ Y EQUILIBRIO GENERAL*

GUILLEAMO ESCUDE **

En las pdginas que siguen elaboramos un modelo lineal de pro-
duccién no-conjunta que difiere en diversos aspectos del modelo de
Sraffa (1960). En primer lugar, mientras el modelo de Sraffa de pro-
duccidén no-conjunta es un modelo de capital circulante, el modelo
que desarrollamos incluye tanto al capital circulante como al capital
fijo. Para ello, diferenciamos a los requerimientos flujo de los requeri-
mientos stock en el proceso productivo. En segundo lugar, mientras
el modelo de Sraffa es de trabajo homogéneo, nosotros desarrollamos
un modelo de trabajo heterogéneo. Tomamos de Sraffa el concepto
de mercancia basica asi como el supuesto de que existen tales mer-
cancias. Generalizamos la Mercancia Patrén de Sraffa para nuestro
madelo general y observamos que el uso de tal mercancia como nu-
merario linealiza la frontera de precios de los factores.

En la segunda parte utilizamos los supuestos de la primera pa-
ra cerrar el modelo y demostrar la existencia de equilibrio general. Si
bien seguimos bastante de cerca a Schwartz (1961} en los lineamien-
tos generales, los resultados de la primera parte nos permite relajar el
supuesto de indescomponibilidad que usa Schwartz. Ademas, el uso
de la Mercancia Patrén Generalizada nos permite simplificar el anali-
sis de Schwartz, Otras caracteristicas que distinguen al trabajo son la

. Este trabajo extiande al caso de trabajo heterogénec conclusiones obtenidas para el
caso homogéneo en la Tesis Doctoral que desarrollé bajo la direccidn del Dr. J.H.G.
OLIVERA vy presenté este afic a la UBA. Agradezco el permanente estimulo brin-
dado a lo largo de muchos aftos por el Dr. OLIVERA, La investigacion se realizd
mientras era beneficiario de una Beca de Parfeccionamiento del CONICET,

b Profesor Adjunto de Macroeconomia e Investigador del Instituto de Investigaciones
Econdmicas (Facultad de Ciencias Econdmicas de la Universidad de Buenos Aires}.
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de basar el andlisis de la imaximizacion de beneficios de las empresas
en el Teorema Fundamental de Dualidad de la programacion lineal y
la de basar la demostracién de la existencia de equilibrio general en el
Lema de Gale-Nikaido.

I. ELMODELO LINEAL GENERAL Y LA MERCANCIA PATRON
GENERALIZADA

1. El modelo de capital circulante de Sraffa.

Puede representarse al modelo de Sraffa mediante las siguien-

tes ecuaciones:

donde:

qER] =
SER) =

HeRan
+

gER?

pER:
wER
+

reR,

qfl + s = q, s> 0,q> 0 (1)
Mp(l+ 1) + 8w = p, r > 0, (2)

vector de producciones brutas (o niveles de actividad);

vector de producciones netas;

== matriz de insumo-producto cuyo clemento 7 repre-

ij
senta la cantidad de j necesaria para producir una

unidad de i cuando la produccién bruta de i es q;
= vector de coeficientes directos de ‘trabajo corres-
pondiente a los niveles de actividad ;

= vector de precios;

= tasa salarial

= tasa de beneficios.

En su aspecto fisico el modelo describe una situacién estacio-

naria en la que los niveles de produccidn se repiten periodo tras perio-
do. Es por ello que puede representarse a la tecnologia mediante una

matriz constante (II, €} sin hacer supuesto alguno sobre los rendi-

> .
1 s > Osignificas = 0 yv s # 0, vy se iee ‘s es semipositivo™.
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mientos a escala. Como (1) es una descripcion del aspecto fisico de la
produccién, constituye un punto de partida para la determinacién de
las relaciones de valor por medio de (2). Podemos reescribir a (1) en
la forma:

5.0 Existe unq> Otal que q 1 © q.

Sraffa supone que ecxisten mercancias bdsicas, o sea, mercan-
cias que se requieren como insumo, ya sea directa o indirectamente,
en la produccién de todas las mercancias. En Escudé (1981) se de-
muestra que ello equivale a suponer que II es una matriz bdsicamente
conexa. Esto significa que cuando se pone a Il {mediante permutacio-
nes simultdneas de filas y columnas) en la forma normal descompues-

ta:
r N
M, 0 ... 0
: .0 (3)
nm1 “m2 . nmJ
(donde cada M ,s=1,...,m eso bien indescomponible o bien nula)
se verifican:
S.1 I, es indescomponible,
S.2 Sill_ es indescomponible, s € {2,.. .. m}la
matriz
(HH HsZ""Hs,s-1 ) (4)

es semipositiva, mientras que si I = 0, (4) tiene todas sus filas semi-
positivas.

Resulta conveniente suponer que If es no sélo bdsicamente co-
nexo sino también dominantemente bdsicamente conexa (DBC). Ello
significa que, ademds de S.1y S.2, se verifica:

8.3 domll = domll, - domll_, s = 2, .. m,
donde:
domA= la raiz caracteristica dominante de la matriz no-negativa A.
Para la interpretacion econdmica de 8.3 véase Zaghini (1967),
Pasinetti (1975} o Escudé (1981). Debe observarse que las filas de T,



'
ECONOMICA

corresponden a los procesos bdsicos (o sea, procesos productores de
mercancias basicas).

Supondremos adicionalmente que al menos una mercancia ba-
sica requiere al trabajo como insumo directo, o sea, que al particionar
a 2en conformidad con (3): 8 = *(R',R%,..., 8"}, se tiene

s.4 2 =20

Puede demostrarse que si I1 es DBC, a) 1I tiene un vector do-
minante de derecha (v.d.d.}, p = (' ,...,p " ), positivo y Gnico
salvo un factor escalar 2, donde p ' esel v.d.d. de I, ;b) II tiene un
vector dominante de izquierda (v.d.i.) inico, q = (g Yo, .. 0),
donde §' > Oeselv.di.dell | (véase Escudé (1981)).

Por a), tenemos

Np=(domMl)p, p > 0, (5)
de donde se deduce, teniendo en cuenta 5.0:
(domp)gp= qfp < gp, qp > O. (6)

Como 8. 1 implica que domIl > domll, » 0 (por cl Teorema de

Perron-Frobenius una matriz indescomponible tiene raiz dominante
positiva} se deduce de (6) que

domll <« 1. (7)

o sea, que Il es productiva. Como 0 < domll < 1, puede ponerse
(1 + R)ydomO = dom{(i+R)TI =1, R > 0, (8)

Por S. 3, {8} vale para I , que (por 8. 1) es indescomponible. Como
la raiz dominante de una matriz indescomponible es funcion estric-
tamente creciente de los elementos de la matriz, se tiene dom(1+r1)

I, < Tparar €[0,R),yporS. 3.
dom(l+r) 1 <1, r €[ 0,R). 9)

Luego la matriz (1 - (1 + 1) Il ) es no-negativamente inversible (véase
Nikaido (1968), Teorema 7 . 1). Sea

2 En lo sucesivo, siermpre que mencionemos la unicidad de un vector dominante, se
debe entender “unicidad salvo un factor escalar”.
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1

A{r)=(-(1+r)T} " >0, rE[0,R)

Ademds, teniendo en cuenta (3}, S.1 y S.2, puede comprobarse que
A (r) tiene su primera columna de bloques compuesta por elementos
positivos y estrictamente crecientes (cada bloquetendrda A {r) = (1-
-(lerymy’ ! como factor matricial) . Por ello y S.4 puede despejar-

se en {2)
pwri=A()%w> 0 sir€ [O,R),w> 0, (10)

Si se normaliza (p,w) con una regla del tipo:

up (wr)+vw= 1, u2x0, v20, (11)

(o sea, mediante un numerario que incluya al menos un producto y,
posiblemente, al trabajo se tiene, reemplazando (10) en (11)
1

w (r) = ————,
uA (r) €+ v

Como A (r) £ diverge en todos sus elementos cuando r 1 R, también

w (r)4 0 cuando rtR. Luego (10) y (11) se convierten, respectiva-

mente en:

pr) = A(r) wir) = —A(_rli, r € {0,R). {107
uA(r)Q+ v
up (r) +vw (r) = 1, u=0, vz 0. (11°)

De (2) también se obtiene

(I-(Q+r) M) p (r) = w(r).
Luego

lim (I-(1+r) M) p(r) = (I-(1+R)M)limp (r) =0.
r+R r+ R

Por (11) no puede ser IiT}g {r) = 0. Luego debe ser (por unicidad de p)
r
limp (r) = p.
r 4R
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Podemos resumir los resultados precedentes en la siguiente proposi-
cion:

Proposicion 1 Si se verifican S. 0 - S. 4, existe un intervalo no-trivial
[ 0, R ] tal que, dada cualquier normalizacién del tipo (11), para to-
do r en [ 0, R ] laecuacidn (2) tiene solucibén continua y anica (p (r},
w (r)). Ademds, p (r) es positivoen [ 0, R ] ; w (1) es positivo en [ O,R)
y estrictamente decreciente en [ 0, R | ;¥ (p (R), w (R)) = (p, 0),
donde pesel v.d.d. de II.

Tomemos ahora el v.d.i. de T, q=(q' , 0,. .., 0) y normalice-
moslo segin @2 = qf = L (donde L es el trabajo total consumido
cuando los niveles de actividad son los de (1)). Sraffa define a la Mer-
cancia Patrén como el vector de los productos netos fisicos por uni-
dad de trabajo que resultarian si los niveles de actividad fueran los
dados por qy la tecnologia estuviera atin dada por (1T, £) (o sea, el
vector de los productos netos fisicos por unidad de trabajo del *Sis-
tema Patron”).

La Mercancia Patrén es, pues, el vector

1 - 1
_ |-} =—"s, 12
= 4 (1-1) T (12)
donde definimos s = q (I - IT) (Obsérvese que s es también v.d.i. de

).
Dada la estructura de q (y de s ), la Mercancia Patrén incluye sola-

mente (y a todas) las mercancias bdsicas. La normalizacién de Sraffa
es, entonces,
1

- sp(w,r) = 1. (13)

Llamemos ( p, W) al vector (p, w} cuando estd normalizado segiin

(13).
Como es obvio, esta normalizacién constituye un caso particular de
{11). Parar € [ 0, R), se ticne

Afr) = T+ (Ter) s (1+1)2 N2 4. .. (14)
Luego, por {10), (12) y la normalizacidn de q, sc tiene:

-1T sp (w, t) :—% sA{r)w =

~Rw osA@e _Rw o g@ _ Rw

Ro-r L R-r L R-r
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Luego (13) se verifica siy sélo si

r=R (1-) (16)
Si se usa la normalizacién (13), se tiene por (16),

p(w,r) = p (W(r)r) = pr)

de modo que queda r como Gnico patdmetro. (15) asegura que siem-
pre que se utilice a la Mercancia Patrén como numerario se obtiene
una relacién lineal entre r y w. Sise identificara al capital y al trabajo
como “factores de produccién” y ar y w como los “prec’,s” de di-
chos factores podria decirse que el uso de la Mercancia Patrén de
Sraffa torna lineal ala “frontera de precios de los factores” (FPF).

Observacién  Debe advertirse que la Mercancia Patrén no es necesa-
riamente la Gnica mercancia compuesta que linealiza a la FPF. Miyao
(1977) demostrd que existen i tales mercancias compuestas lineal-
mente independientes siy solo si el defecto de la matriz

K=(¢ 0k me...mm'g ernxn

es igual a m-1. En el caso extremo en que ¥ esv.d.d. de 1T, todas las
columnas de K son linealmente dependientes, rgk = 1 ym=n,o
sea, cualquier mercancia compuesta linealiza la FPF. Este caso extre-
mo es el de “igualescomposiciones de capital”. En el otro caso extre-
mo en que K es de rango pleno, la Mercancia Patrdn es la (inica mer-
cancia compuesta que lincaliza la FPF (salvo un factor escalar). Por
supuesto, si se desea linealizar la FPF sin hacer supuesto alguno sobre
K, o sea, sin restringir a la tecnologia (I, £ ), lo légico es tomar ala
Mercancia Patron como numerario, pues ella sirve tal propésito en
cualquier caso. Es esto lo que hace Sraffa.

2. El modelo Lineal General con Trabajo Homogéneo

Cuando Sraffa introduce a los bienes de capital fijo pasa a con-
siderar un modelo de produccién conjunta. Nosotros seguiremos con-
siderando un modelo de produccién no-conjunta a lo largo de todo
este trabajo. No obstante, generalizaremos el modelo de Sraffa en al
menos dos direcciones. En primer lugar, construiremos un modelo en
que la produccién requiere no sélo insumos flujo sino también insu-



’
10 ECONOMICA

mos stock. En segundo lugar, admitiremos diferentes tipos de trabajo.
Reemplacemos la ecuacion (2) por

Ip + 8w + (®p +kw)r = p. (17)

$ERL*" — lamatriz de requerimientos directos de stock cuyo ele-
mento ¢ ,, Tepresenta la cantidad de j que debe man-
tenerse inmovilizada en promedio durante el periodo
unitario T (digamos, un afio) para producir una uni-
dad dei(cuando los niveles de actividad estin dados por

q);

kGR: = vector de requerimientos directos de stock de tra-
bajo (cuando los niveles de actividad estan dados por
q)-

Luego {17) nos dice jue a los costos en insumos producidos y en tra-
bajo debe agregarse los beneficios calculados como el producto de una
cierta .asa de ganancia, r, por el capital inmovilizado: &p + kw.

Supondremos que todos los bienes producidos y el trabajo son
bienes de tipo stock-flujo. Esto significa que siempre que se requiere
un insumo como flujo en un determinado proceso también se lo re-
quiere como stock. Formalmente, definamos al soportc de una matriz
AER"™" del siguiente modo:

sopA = { (i,j) ENxM I a_j#O}
dondeN = {1,...n}, M={1,....m }.
S.5 sop Il = sop ¥;sop & = sop k.

Este supuesto es mas débil de lo que parece si sc tiene en cuenta que
& y k, mis que requerimientos fisicos en un sentido estricto pueden
interpretarse como la contrapartida fisica de la inmovilizacion de ca-
pital- valor. Como sicmpre que sc ticne un costo por el insumo de
cierto bien como flujo también se tiene una determinada inmoviliza-
cién financiera (promedio) durante el periodo unitario, es evidente
que al descomponerse esta carga financiera en un componente fisico
¢, y un componente de valor P, el componente fisico debe ser posi-
tivo. Para la implicacién reciproca basta con suponer que todos los
bienes que se utilizan como stock sufren un cierto desgaste.
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S. 5 implica, en particular, que Il y @ tienen idénticas propieda-
des de conexidad. Luego IT es bisicamente conexa siy sélo si @ lo es
(y I es indescomponible si y sélo si ® lo es). Como seguiremos admi-
tiendo los supuestos S. 0 - S. 4 de la Seccién 1, por S. 5 sabemos que
® verifica S. 1y S. 2 (es bdsicamente conexa) y que k' > 0, donde
k= *k',..., k™)

La matriz A (0) ® representa losrequerimientos totales de stock
(directos e indirectos) ya que

A(0) d =& + 1 &+ M?0+... (18)

Como @ esbisicamente conexa, tambiénlo es A(0) & ya que por (18)
es evidente que A (0) @ tiene elementos nulos a lo sumo en los luga-
res (i, j) en que los tiene ® . Para asegurar que A(0) ¢ sca DBC, ten-
dremos que hacer un supuesto adicional:

S.6  dom (A(0) @), > dom (A(0) @), s =2,..., m.

(A (0) @ ), denota el s-ésimo bloque cuadrado en la diagonal
principal de A(0) ® cuando esta matriz se encuentra en la forma nor-
mal descompuesta (3). La interpretacién econdmica de S. 6 es que,
en promedio, los procesos bisicos requieren una mayor proporcidn
de productos bdsicos como stock, sea directa o indirectamente, que
la proporcién que requiere cualquier grupo interrelacionado de pro-
cesos no-bdsicos de sus propios productos. Obsérvese que S. 6 se ve-
rifica en el modelo de Sraffa (enel que ® = I ) debido a S. 3 yala
siguiente igualdad:

dom (A (0) ), = dom (A(0) T ) =dom ((I-N) "0 )=
_ dom Il .
~ 1-domIl,

Como o '.trII s >0

8-
0 si Tfij = 0

donde o, = periodo de rotacion, del insumo j en el proceso i (y
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¢ >0siw > 0), S.6 impone una limitacién sobre los periodos de
iy [

rotacién cuando dejamos de tomarlos a todos unitarios {(como lo son
en el modelo de Sraffa).

Nos serd atil para mas adelante sefialar que asi como de (7) se
desprende (8), también se desprende que existe un Gnico S € R tal
que

dom (M+ S® = 1,5>0. (19)
Esto se debe a que la funcién domA cs estrictamente creciente con

respecto a todos los elementos de A cuando A es indescomponible
(comolosonll y @ )yaquedom ([l+a ®)++ oo cuandoa- + oo
1 3

Asi como hicimos en la seccidn precedente con respecto a I,
podemos ahora sefialar que si A 0) @ es. DBC (como lo es por $.6)
tiene un v.d.d. {nico y positivo, p = % ', .o0p 7))y un v.di. finico
3 = (q '.0, ..., 0) donde p ' (g ") esel vdd. (v.di.) positivo de (A
(0) @) (quees indescomponible pues, como A (0) @ es bisicamente

conexa, cumple S.1.).

Como, por (19),se tiene

(M+S®) p =p (20)
se obtiene, reordenando,
SA(0)® p = p (21)

de modo que dom {SA (0) &) = 1.
Luego, paratodor € [ 0,S) se tiene

dom (rA (0) & ) < 1. (22)
Notese ahora que

(I-T-r@) = (I-1) (I - tA (0) ). (23)

Por (22), la matriz (I - rA (0) ®) es no-negativamente inversible, de mo-
do que si llamamos B (r) a su inversa podemos despejar en (17), te-
niendo en cuenta {23):
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p(w,r) = B(r)A(0) ( L+kr)w, rE€[0,8), w> 0.(24)

Nuevamente puede comprobarse que B (r) tiene su primera
columna de bloques enteramente positiva (cuando A (0) ¢ estd enla
forma normal descompuesta). Como lo mismo ocurre con A (0}, por
S4 se tiene p (w, 1) >0 si r€ [ 0,8)yw>0.Ademas,r= S siy
sblosiw = Oysiysdlosip= p >0 (por (20) y {21}).

Si se utiliza una normalizacién como (11) se obtiene
. 1
w(r) = , r€[0,85)
uB(r) A (0) (L +kr) + v

B(r} A(0) (L+kr)
uB (r) A(0) (2 +kr)+ v

p(r)=B(r) A(0) (& kr)w(r) =

r€[0,8)
y puede demostrarse del mismo modo que en la Seccién 1 que w (r) y

p (r) son continuos en [ 0, S ] y w (r) estrictamente decreciente.
Luego tenemos.

Proposicién 2. Sise verifican S.0. - S.6, existen un intervalo no-trivial
[ 0,S] tal que,dada cualquier normalizacion del tipo (11), para todo
ren[0,S ]Jlaecuacidn {17)tiene solucidn continua y Gnica (p(r), w(r)).
Ademis, p (r) es positivo en [ 0,S ] ; w (r) es positivoen [ 0, S) y
estrictamente decreciente en [ 0,8 1,y {p (S}, w {S)} = (p, 0) donde
P esel v.d.d. de A (0) @.

En lugar de (15) tenemos ahora

i——?p(w, r)=£§B(r)A(0}( Q+kr)w=—1— Elv— SA(0)(&+ kr) =

L L L Sr

= S_w (1+ sA0) k r) = i\i (1+ E A0) k r) (25)
S-r L S-r s A(0) R
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doade:
= 1 = = =
s =-——gq ([-M)yq senormaliza seging & = L.
L
Definamos
_ A0k _qk
o = — — =
w s A(0)% q 8

(6" es entonces el periodo medio de rotacién del trabajo en el Siste-
w
ma Patrén Generalizado). Luego

i = Sw —
— sp(wyr) = — (1+ o 1) (26)
L S-r v
Si usiramos como regla de normalizacién el analogo de (13) tendria-
mos ambos mieinbros de (26) igualados a la unidad, y despejando r
en la segunda igualdad obtendriamos una FPF no-lineal:

S(1 - W)

1+ 0 w Sw
Alternativamente , podemos reordenar (26} como
Ss p(w,r) = r(s p(w,r)+ 0 SLw)+ SLw (27)
y normalizar (p, w) seglin

sp(w,r)+ o  Slw =1, (28)

Llamemos (p , w ) a los vectores (p, w) normalizados por (28). In-
troduciendo (28) en (27) y reordenando se obtiene

r =S(1-(1+HWS)LV’G). (29)

Como cn ¢l modelo de Sraffa, obtenemos asi una FPF lineal, pero es-
ta vez para un Modelo Lineal General de Produccidén Simple. La Mer-
cancia Patrén Generalizada {MPG) que define (28) incluyc a todos

los bienes bisicos, como la Mercancia Patrén de Sraffa, pero incluye
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adicionalmente al trabajo. Las cantidades en que entran estas mercan-
cias en la MPG estin Jadas (en términos de (11)) por

1

(wv) = (5,8, 5L) = (5,0,...,05" A, (0)k"S)(30)

donde:
L= L.

S=]i

s estd normalizado porsA (0) £ =
3. El Modelo Lineal General con Trabajo Heterogéneo.

Supongamos ahora que existen | tipos diferentes de trabajo y
que sus tasas salariales respectivas son los elementos del vector w =
="' (w,,...,w ). Sea YER'™' lamatrizde requerimientos direc-
tos de trabajo. La j-ésima columna de ¥ representa los requerimien-
tos directos del j-ésimo tipo de trabajo en los n procesos productivos.
En las secciones precedentes ¥ tenia una Gnica columna, £ . Sea

QER"®  la matriz de requerimientos directos de stocks de trabajo.

Q generaliza  al vector k de la Seccidn 2 para el caso de trabajo he-
terogéneo, Si particionamos a ¥ en conformidad con (3) tenemos

v,
¥ = .
¥
m
donde:
¥, = la matriz de insumos directos de trabajo para los procesos
basicos.

La generalizacién directa de los Supuestos 4 y 5 para el caso de
trabajo heterogéneo es:

s j > :
S.4 ‘I’J,I —O,le,...,l,
S. 5 sop Il = sop® ;sop¥ = sopfl.

S. 4 significa que cada tipo de trabajo es necesario como insumo di-
recto en alglin proceso bisico. La segunda parte de S. 5 implica que
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lo mismo ocurre para los requerimientos directos del trabajo como
stock.
La ecuacion de precios es ahora:
Mp + ¥w + (@p + Qwjr = p. (31)
Las formulas (19) - (23) de la Seccion 2 mguen vigentes de modo que
siw = O,setiener = Syp = p yparaw = 0 puede despejarse
p(w,r) = B{r)A(0) (¥ + Qrjw, r€& [0,5),w=0.(32)
S. 4’ implica que
w20 e (¥ + Qr,w>0. (33)

Como B (r) A (0) tienc su primera columna de bloques enteramente
positiva, se deduce de {32) y (33) que

wz 0« plw,r) > 0. (34)
Normalicemos la solucién (p, w) de (31) mediante
up (w,r) +vw =1, uz 0, v 2 0. (35}
Esto equivale a restringir (p, w) al conjunto cerrado y convexo
P=- {(pw) ERY '] up+w =1uz0,vz20}
La continuidad de p (w, r} as{ normalizado paraw > 0y 0= r< S
se desprende de (32). Como B (r} diverge cuando r 1 S, también di-
verge B (r) A (0) (¥ + £ r)en todos sus elementos. Luego si p(w, 1}
debe permanecer en P es evidente que w = O cuandor 1 S,y por lo

tanto A {0) (¥ + @ rjw— Ocuandor 1 S. Ademds, de (32) se ob-
tiene
(1-rA0)&.)plw,r) = A(Q) (¥ +Qrjw, r€[0,5),w 2 0(36)
Por lo tanto

lim (1-tA (0)®)p (w,r) = (I-SA(0)®) limp (w,r) = 0.

r+3 1S
Luego p (w, r) tiene un limite p P cuando r1Sy {p (w, r), w) estd res-

tringido a P. Como P es cerrado, el vector limite (p, 0)€ P
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A -
Como (p, 0) € P no puede ser % = 0. Luego}% =p =p(0,S)(tén-
gase en cuenta (21)) y p (w, r) es continuo lateralmente en (0, S).

Notese que, por (32}, paraw 2 0,r € { 0, S) se tiene
p(w,r) B{r) A(0) (¥ + Q1)

= w=C(r)w
w Il
donde:
L = matriz unidad de R"*' y la Gltima igualdad define a C {r).
Luego
(u,v) Y{p(w,r}w) = (u,v)C(r)w = [uB(r) A(0)(¥+ Qrj+v]w

(37)
donde en el dltimo término el vector fila que premultiplica a w es po-
sitivo (puesu 2 0y B (r) A (0) > 0). De (37) y del hecho de que
r= Ssiysdlosiw= 0scdesprende que

piw,T),W)EP & w EW(r) (38)
donde

{weE R, |(uv}C(n)w =1} Sir€[0,8)

{0} sir =8,

Como {u, v) C (r) es funcién vectorial estrictamente creciente de r
(por S. 4" y el hecho que la primera columna de bloques de B (r) tie-
nea B (r) como factor matricial en cada bloque), siaumenta w sin
que disminuya ninglin w, i % j, entonces debe disminuir r. Resu-
miendo:

Proposicion 3 Si se verifican 8. 0 - 8. 3, S. 4%, 8. 5"y S. 6, existe un

intervalo no-trivial [ 0, S ] tal que, dada cualquicr normalizacion del
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tipo (35}, para todo (w, 1) €W (r) x [0, S}, la ecuacidn (31) tiene so-
lucién continua y tnica *(p (w, ), w). Ademnds, p (w, 1) es positivo en
Wirjx[0,Siw=0siysdlosir=38;p (0,8} = [);sialgunaswj
aumentan (disminuyen) mientras ninguna Je las restantes iisminuyen
{aumentan) entonces r disminuye (aumnenta).

En lugar Je (25} podemos poner aiora

Spiw,r} =SB ) A (0 (¥4 Qr)w= 'S q (¥+Qr)w (39)
que puede reordenarse como v

SSp (w,r) =1 (5p (w,r) « ST Qw) + ST ¥w. (40)
Normalicemos (p, w) segiin

Spiw,r) + Sq Qw = 1. (41)

y llamemos nuevamente {p , w ) alos vectores resultantes. Luego (40)
se reduce a

r=S8[1-3(¥+ QS)w ] (42)

Una vez mds obtenemos una FPF lincal. Obsérvese que la normaliza-
cién {41) es una generalizaciéon directa de (28) ya que en esta Gltima
se tiene & L= g k. Llamaremos cntonces a la mercancia compues-
ta definida mediante {41), Mercancia Patrén Generalizada (MPG).
Obsérvese que por S. 4°, S. 5’ y la estructura de q , el vector Sq Q2 es
positivo. Lucgo la MPG incluye a todas las mercancias bisicas y a to-
dos los tipos de trabajo.. Las cantidades en que entran las mercancias
y los trabajos en la MPG estan dadas por:

(u,v)= (5,89 2) = (3',0,...,5' A_{0)Q ).
Con tal especificacidon de (u, v) se tiene
W= WwWe R Ir=8[1-q(¥+SQw]} =
= {wer!I[g(¥+ SQ).SLJ (wor)= 11}
de modo que (w,r) EW (r) x [0, S |siy solo si
(Wr)EW= [wr€RIM | r=§[1-§ (¥ +SQ)wj}=

= { (wr) € RLTTIG (WS (w,r) = 1} (43)

1?1
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Obsérvesc que W es un conjunto no-vacio, compacto y convexo.,
El caso de Sraffa csaquelenque o= 1,02 =0, ¥ =&,
g (=q ) se normaliza seglin g2 = q¢ = L. Por cllo, (41} se reduce
Ep (W, r} = 1y (42) a {16). El caso de Schwartz (1961) (pp.204-
) es aquel en que @ = 0. En este caso (42) se reduce a r = ${1 -
w ) que al ponerse en la forma

r+ Sq ¥Yw = 8.
es muy parecido a una de las normalizaciones que utiliza Schwartz, i.c.

r+ew = 8§, e = (1,..,1) (44)
(Schwartz (1961}, p. 207).

I, EQUILIBRIO GENERAL EN EL MODELQ LINEAL GENERAL
4. Maximizacion de beneficios con restriccion de capital.

En esta segunda parte admitiremos la variabilidad en los niveles
de actividad de las empresas. Supondremos, sin embargo, que las ma-
trices de requerimientos de flujo (I, ¥) y de stock ( », £2) siguen des-
cribiendo a la tecnologia. Como estas matrices son constantes esto e-
quivale a suponer que se tiene rendimientos constantes a cscala y pro-
porciones fijas entre los insumos (sean éstos flujo o stock).

En el andlisis que sigue una empresa podrd operar en cuales-
quiera de los n procesos productivos. Sea x € R: un vector de pro-

duccion bruta para una empresa particular. Sea a € R} el vector de
activos que son propiedad de la empresa. Los elcmentos de a son can-
tidades de los n bienes producidos. Sea § € R+ el vector que indica
las cantidades de los diversos tipos de trabajo que estin comprometi-
dos con la empresa (digamos, por contrato) para el perfodo de pro-
duccion en cuestion. Luego {a, 8 } ER", ' representa los bicnes
(producidos o no} en que estd corporizado el capital de la empresa y
ap + pw constituye el capital de la empresa. Supondremos, en esta
seccién, que todas las empresas tienen capital positivo, o sea, ap + fw>0.
Supondremos también que ninguna empresa puede inmovilizar en la
produccién mis capital que el de su propiedad. El capital inmoviliza-
do en la produccion estd dado por el valor de los requerimientos di-
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rectos de stock (x ¢ , x§2) necesarios para producir ¢n los niveles x.
Lucgo podemos representar el objetivo de una empresa como el de

max x (p - p-¥w)sujetoax Z Oyx (ep+ Qw) £ ap+pw.  (45)
Este constituye un problema de programacion lincal que podemos re-
formular en forma abstracta como:

P: max xc, x€X :{xGRfl xa<hb },

donde:

¢cER",a€ER],bER,b> 0, son constantes dadas. F! dual de este
programa es:

D:  minby, yEY:{y€R+|ay<:c}.

Como ¢l programa dual es pecualiarmente sencillo, adoptaremos la

estrategia de resolverlo y utilizar las propiedades de dualidad para re-
solver el programa primal.

ci,fa_l sia, > O
Lema 4 Sear = max y (i), donde (i) =40 sia, =0yc £ 0
1
I oo siai=0yci>0-

Entonces las siguicntes afirmaciones son equivalentes:
(a) r estd bien definida (r < +=)
(b} Y # ¢

(¢} D ticne solucion optima eny =r.

Demostracion: La equivalencia de (a) y {b) es trivial.

(b} = (c). Si Y # ,, r debe estar bien definida. Obsérvese quer €Y.
Si existiera un r’ € Y tal que br’ < brse tendriar’ < r, lo cual impli-
ca, o bien quer’ < ¢, [ a, para algn i, o bien quer < 0. En cualquiera
de estos casos se tendria r' & Y. Luego r minimiza by en Y.

(¢} = (b). Si D tiene solucién, Y no puede ser vacio. Q.E.D.

Utilizaremos seguidamente al Teorema Fundamental de Duali-
dad para la Programacién Linecal en la formulacion de David Gale

(1960).

Teoremna I° Sean Py Dlos siguicntes programas duales:
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P: maxxc, x€X

{x€R] | xA < b},
D: minby, yEY = {y€RTI Ay 2 ¢ },

nxm

donde AER ]

a) SiX# ¢ y Y+, ,entoncesPy D tienen ambos soluciones
4ptimas. Si estas soluciones se dan en X y y, respectivamente,
entonces xc = by.

b) SiX=y6 Y= y,entoncesniP niD tiene solucién dptima,

Lema 5 P tiene solucién éptima en x = q siy sélo siq EX, D tiene
solucién dptimaeny = r = max ¢ (i)y qc = br.
1

Demostracion

Necesidad. Es trivial que g € X. Si fuera Y = ) ,por T.F. b} P
no tendria solucién dptima. Luego Y % y y, por Lema 4, D ticne so-
lucién optima en y =1 —max ¢ (i). Finalmente, por T.F.a), se ticne
qc = br.

Suficicncia.  Como q € X, r € Y, por T.F. a) P también tienc so-
lucién Sptima. Si q no fuera solucién dptima de P, la solucion optima
serfa un q" € X tal que q’ ¢ » qe. Ademas, por T.F. a) sc tendria g'c=
= br. Pero entonces qc < br lo que contradice a la igualdad de ge y br.
Q.E.D.

Corolario al Teorema F Si x €X'y y €Y, las siguientes afirmacio-

nes son CqUi\’ll]Cl]tCSI

a)  xc = by,

by xc = xAy = by,

) xi>0=>Aiy=ci,i=1,...,n,
y, >0 = xA' :bi,i =1, ..,m.

Demostracion
a) e b)) ComoxEXy yEY,sctienc xA < by Ay 2 c.Lue-
go xc £ xAy < by. Siademds xc = by, se tiene b). La reciproca es

trivial.
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b) © ¢} b)equivalea x(Ay -¢) =0y (b-xA)y=0,locual
equivale ac)yaquex, Ay -c, b - xA,y,son todos vectores no-negati-
vos. Q.E.D.

Utilizando este Corolario y el Lema 4 podemos reformular ¢l Lema 5
del siguiente modo.

Lema 6 P tiene solucién éptima cn x = qsiy solosiq € X, r =
= max ¢ (i) estd bien definida, y

(1) q, > 0 = ar = ¢ , i=1,...,n,

(2) r > 0 =qa =b,

Si ahora traducimos este Lema a nuestra terminologia originaria, te-
nemos:

Proposiciéon 7 Sear = max ¢ (i) donde
1

-NMp - ¥w).
(p P w). si (@ p+ Qw}i > 0,
] (@prQw)
$(i)=+
0 si(Pp+ Qw), =0 y(p-TIp-¥w), < 0,
| too si(®Pp+ Qw), =0y (p-lIp-¥w) >

Entonces q maximiza x (p-Mp-¥w)en Q = { xE R: bx (wprQw) <
< (ap + Bw) } siy sdlosiq € Q,r esta bien definida y

(1)

g > 0= {p-Up-¥w) = {dp+Qw; . i=1,...0,
(2) r

> 0= qidp+ Qw) = (ap +fw).

Interpretemos a las condiciones de la Proposicion 7 desde un
punto de vista econdmico. Que q € Q nos dice que la empresa en
cuestién no inmoviliza en la produccion mas capital que ¢l de su pro-
piedad.

Obsérvese que para nosotros el término “capital” es, en primer lugar,
una suma de valor, lo que de por si implica que no puede determinar-
se una cantidad fisica de capital con independencia de la determina-
cién de los precios y salarios. En el analisis precedente, por supuesto,
supusimos que las empresas son tomadoras de precios v, por lo tanto,
toman a los vectores p y w como datos. La condicion de que r este
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bien definido equivale a suponer que ningfin proceso tiene una tasa
de ganancia infinita (si interpretamos a ¢ (i) como la tasa de ganan-
cia del proceso i). Esta condicién equivale, a su vez, al supuesto de
que ningin proceso puede rendir un beneficio positivo sin requerir
una cierta inmovilizacién de capital. La condicién (1) significa que
una empresa cualquiera sélo va a operar los procesos que rindan la
mdxima tasa de ganancia, o sea, r. La condicién (2) significa que si
la tasa de ganancia mdxima es positiva, la empresa utilizard todo su
capital en la produccion.

Si existen K empresas, cada una de ellas tendrd un vector
(a* ,8*) de activos, Supondremos que estos vectores son tales que a* p

+fw s 0k = 1,..., K Luego cada empresa debe maximizar
el funcional x (p - fp - ¥w) en su conjunto factible Q“ = { x eR]
| x(dp+ Qw) < a*p +fw} La Proposicidn 7 nos asegura jue
cala empresa maximiza bene:icios sujeta a su restriccion de capital

siy sélo sir estd bien definido, y
() 9" e Q"
(1) ¢ >0 = (p-Mp-¥w), = (& p+ Qw),r,i=1 .n
(2) £ >0 =q" (BprQw) = (a"p+ " p),
k=1,... K

Supongamos que las empresas adaptan su produccién neta a-
sregada a lademanda netaazregada de los consumidores. Esto implica
que existe algin mecanismo a través el cual las empresas se asignan
entre si la produccidn que satisface a la demanda. Si, Jados p y w, s
(p, w) es el vector de Jemanda neta agregada de los consumidores,

s(pow) (I+ T« 1% 4 ) =s(p,w) (I-T)" = (pw) A(0)

es el vector de produccién bruta que no sélo satisface a la demanda
final sino también a los requerimientos de insumos intermedios. Si
s (p, w) A (0} tiene algin componente nulo, ¢l proceso correspon-
diente no necesita ser operado para satisfacer a la demanda final. En
tal caso, excluimos a tal proceso de nuestro analisis, o sea, climina-
mos las filas correspondientes de (I, ¥ )y ( », ). También elimi-
namos las columnas respectivas de Il y » de modo tal que estas sigan
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siendo cuadradas.

Esto Oltimo puede hacerse porque una vez que se eliminaron todas
las filas I tales que (s (pw) A(0)) = s(p,w)A(0)' =0,la ma-
triz rectar;guiar que queda tiene columnas de ceros correspondien-
tes a las filas eliminadas. Pues si existiera un proceso j tal que
(s (pw) A(0)) >0y 7 0> 0, el proceso ino podria haber sido
eliminado ya que su producto es requerido en la producciénde jy
este Gltimo bien es producido en cantidad positiva. Por ello, siempre
que s (p,w) A (0)' =0 ys(pw)A(0) . 0debeser 7 = 0. Por
dltimo, también podemos olvidarnos de los componeltjltes de p

correspondientes a las filas y columnas eliminadasde IT y &.

Seaq = I q“Comoq=q(pw)=s (pw) Al0)> 0y
qu 0, k= 1|: :1, K, es necesario que para todo i exista un k tal
que q'_‘ > 0. Si todas las empresas maximizan beneficios, la condi-
cién (Il) se satisface para todo k y, en particular, para el k tal que
q"i > 0. Luego, para todo i debe verificarse

(p-Hp-¥w) = (op+ Qw) r,

lo que puede ponerse en forma vectorial como
lp+ Yw+{bp + Qw)r =p, (31)

De tal modo, la ecuacién de precios que desarrollamos en la primera
pa.te de este trabajo es condicién necesaria para la maximizacién de
beneficios bajo restriccidn de capital por parte de todas las empresas
(siempre que incluya solamente a las mercancias que a tales precios,
salarios y tasa de ganancia son demandadasj).
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5. Existencia de Equilibrio General

Estamos ahora en condiciones de introducir a los consumido-
res. Habrd dos clases de consumidores: los no-propietarios y los pro-
pietarios. Los no-propietarios serdn necesariamente oferentes Je tra-
bajo.

Los propietarios participaran en la propiedad de las empresas y po-
drdn, a su vez, ser oferentes de trabajo (aunque no necesariamente).
Sea s' (p,w) la funcién de demanda neta de productos del consumi-
dor iy L' (p, w) su funcidn de oferta de trabajos. Sea a., la fraccién

de la empresa k que es propiedad de i. Se supone que .21 a, =1,
k = 1,...,K, donde G es el nimero de propietarios. Sea H el ni-
mero de no-propietarios. Explicitemos los siguientes supuestos:

S.7 A cadaindividuo,i=1,..,,G+H, le corresponde una funcién
continua y positivamente homogénea de grado 0:

(s" (ppw)-L(pw)) Ry " ~ {0} » R
Ademis, cada individuo se ajusta a su restriccidn presupuestaria con
igualdad.

S.8 A cada empresa, k = 1,...,K,le corresponde un vector de
activos (a* , g% ) € R’ ' a* > 0, cuyo valor constituye su capi-
tal. Ademds, ninguna empresa puede contraer deudas.

Definicion:  El conjunto { (p,w); {s',-L' ), i=1,...,G+H;
qk, k =1,...,K} constituyc un equilibrio general comnpetitivo
si:

) (pow) 2 0,

b) (s',-L') = (s'(p,w)-L' (pyw))i=1,...,G+ H,

c) q* maximiza x (p - Mp - ¥wlen Q¥ = { x & Ry I x{ op+

+ Qw) S a“prgfw k=1, K,
d) s = q(l-M)iq¥s Lyq¥’=1Lsiw > 0,j=1..1
donde

+ . + . K
s= % T L="2 Liig= T ¢

-1 i= 1 Kk =1
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Por la homogencidad de las funciones de demanda podemos
normalizar a precios y salarios. Adoptemos para ello nuestra Mer-
cancia Patrén Generalizada. Luego (41) constituye nuestra regla de
normalizacion. Si se verifican los supuestos S.0. - 8.3, §.47, S.57y
S.6, sabemos por la Proposicién 3 que la ecuacion (31) define una
funcién continua p (W, r) en ¢l dominio W definido por (43). Cabe
observar que en (31) estamos tomando ahora las matrices Ty
co.npletas. Luego tenemos

Mp (W,r) + ¥w + (p(W,1)+ QWjr = p (w,r). (46)

Las restricciones presupuestarias para propietarios y no-pro-
pletarios son, respectivamente,

s (p,w)p = L {p,w) w+§ q" (p-Op¥wia ,i=1,.. G, (47
k=1

s (pw)p= L (p,w)w, i=Grl,... .G+ H.
(48)
Supongamos que los propietarios ajustan sus planes de con-
sumo al supuesto de que las empresas de las cuales son co-propicta-
rios emplean todo su capital. En tal caso, silos precios y salarios sa-
tisfacen (31), (47} se transforma en

. _ K
s pwlp=L (pw)w+ T (ap+Bwira, , i=1...,G. (49
k =1
Si se normaliza (p,w) a (p ,w), como este vector satisface (31)

obtenemos {p (w,r), w). Usando tales precios y salarios y agregando
sobre (48) v (49) obtenemos

S(W )P (W, r)=L{w,t)w+(ap (W, r)+pw)r (50}
K K
dondeca =3 o, =3 B8°.
K= 1 k=1

Supongamos que las empresas, para cla (pow), ajustan su
produccién agregada neta q (p,w) (1 - 1) al veetor de demanda
neta agregada de los consumidores s (p.w). Luego. como los precios
satisfacen (46}, se tiene

L.l(‘;;",l') = s(w,r) A0} {

wh

1)
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Evaluemos ¢l costo de oportunidad de la demanda excedente
de capital.

Se tiene

[ 4 (W, ) PP (W, r)+ Q W)-(ap (W L)+ BW) ]r=
=q(W ) [(I-MP (W,r)-¥WF]-[s(W,0)P (Wr)-L(W%r)&F]=

=-[q{W,r)¥-L(Wr|W¥,
por (46), (50) y (51). Luego.
[q (%, 0) % - L (W, 1) 1% + [ q( %, 1) { &5 (W,1)+ QW) -

- (dp (W, 1)+BW ) ]r =0, (52)
lo que podemos expresar en forma mis compacta como
E (W) (W, 1) = 0 (53)

donde

E (W, r)= (EL(W.1), EX (¥,r) )ER * 1 y

Eb (W, 1) = q(W, 1) ¥ - L (¥,1)

EX (&, 1) = q (B41) (9 (W, 1)+ QW) - (aF (,r) +67)
son las funciones de demanda excedente de trabajo y capital, respec-
tivamente. Como en lo precedente hemos supuesto que (P, W) satis-
face (46), (53) tiene validez en el conjunto

W= ([ (¥rerRM | (‘1’+SQ),;—].- (W,r)=1}54)

Para la Proposicién que sigue nos serd de gran utilidad el siguien-

te Lema (Cfr. Gale (1955) y Nikaido (1956)).
Lema de Gale - Nikaido SeaP = pE R¥lap=11}, dondea> 0
y Z © R9 un conjunto compacto, Si F: P > Z es una corresponden-
cia semi-continua superiormente tal que para todo p €P, F (p) es
no-vacio y convexo y satisface F (p). p < 0, entonces existen p°C P
Y 2% €F (p°) tales que z° < 0.
Proposicion 8 Si se verifican S.0 - 8.3, S. 4°, §.5’, §.6 - 8.8, existe
alglin equilibrio general. Ademis, a todo (W, r) EW que verifique

(a) E (W, 1) S0

(b)E(®, 1) =0si%; >0,j=1,...,1,

E ,(W.r) =0sir>0,

le corresponde algin equilibrio general.
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Demostracién. Asi como en la Seccion 4 vimos que para que las
empresas maximizaran beneficios bajo restricciones de capital era
necesario que (p, w,r) satisficiera {31) (donde T, » y p se reducian
para incluir sélo a los procesos operados a nivel positivo) veremos
ahora que la relacién (31) es asimismo suficiente para que exista
equilibrio general. Ahora, sin embargo, incluimos a todos los proce-
sos. Partimos, entonces, de la solucién continua y finica de (31) ga-
rantizada por la Proposicién 3, Tomamos, ademas, la MPG como
numerario. Vimos arriba que si los propietarios ajustan sus planes de
consumo a un presupuesto que implica la utilizacién plena del capi-
tal de las empresas y las empresas, a su vez, adaptan su produccion a
la demanda final, se verifica (53) en {54}.

Apliquemos el Lema de Gale-Nikaido. W es compacto y E es
una funcién vectorial continua definida en W. Luego E (W) es
compacto y puede ponerse E: W > E (W) c R''. Ademis, al ser E
una funcién (de punto a punto) continua, es asimismo una cotres-
pondencia semi-continua superiormente y E (w, 1) es no-vacio y tri-
vialmente convexo para todo (w.t) € W. Del Lema, se concluye que
existe un (w°, r°) € W que verifica

E(w°,1°) £ 0. {55)

Por (53) vy la no-negatividad de (w°, r°) se deduce que en este punto
se cumplen

E (;v°,r°)=05‘1'{;\,rc; »0,j=1,..., 1, (56)

' E (W t%)=0sir > 0. (57)

1+ 1

Estamos ahora en condiciones de especificar un equilibrio ge-
neral competitivo. Tomemos un conjunto del siguiente tipo

~ e

{ (W, %), w°); (5" (W°, 1%), -L' (W%, %)), i=1, ... ,G+H;
(~o

wo, '), k=1, .,K 1}, (58)

k

q
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donde
K . - -
5 gt (W0, 1%) =q (W, r°) =5 (WO,r%) A(0) =
k=1 G+H ~0 o
=2 s(w,r)A(0) (59)

Los tnicos elementos que no estdn completamente determi-
nados en (58) son los q*, ya que existen maltiples maneras de divi-
dir a q entre las empresas particulares. Ademds, teniendo en cuenta
(55), (56), {59) y la positividad de p es evidente que (58) verifica
las condiciones (a), (b) y (d) de un equilibrio general competitivo.
Sélo falta especificar un poco mis los ¢* de modo tal que también
verifique la condicién (c).

Sir® > 0, se tiene por (57}

q (30, 1%) (B (W°, 1°)+QW°) = ap (W) + 6%°. (60)

Luego pueden determinarse los q* de cualquier modo que sa-
tisfaga simultineamente (59) y

K (@0, 0 ) (W0,r°)+Q%°) = a*p (W, 1° +84 W, k=1, ..., K, {61
q P ) p )

o sea, de modo tal que cada empresa utilice plenamente su capital.
En ta) caso, la Proposicién 7 nos asegura que cada empresa maximi-
za beneficios sujeta a su restriccion de capital. Si r° = 0, por la Gl-
tima desigualdad de (55) se tienc en (60) una desigualdad < . En tal
caso, pueden determinarse los q* de cualquier modo que satisfaga
simultaneamente {59} y

q° (%0, 1%) (#P (W74 QW°) § a*p (W r%) 4B W k= 1,....,%
2
Nuevamente, la Proposicion 7 nos asegura que s¢ verificga ki
condicién (c) de equilibrio general competitivo.
Solo falta comprobar que (50) corresponde realmente a la
agregacion de las restricciones presupuestarias de los individuos para
las producciones determinadas. Si r° - 0 se tienc por (60) y (46)
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[ap {wo,ro)+ ﬁ\;()]r: q(&°,r°)(.{)(&°,r°)+ &.’.wo) r%=

~n i~ ~ i~

LYW, ) - T (W0, %) - WO, (63)

lo que nos asegura que la agregacion sobre (47)y (48) coincida con la a-
agregacion sobre (49) y (48).8ir® = 0, también hay coincidencia pues
todos los términos de {63) se anulan. Q. E. D.

Observacion:  La Proposicidn 8 vale igualmente si se sustituye en S. 7
las funciones continuas L' {p, w) por correspondencias semi-continuas
superiormente tales que, para todo (p, w) € R+ 1 ~ {0y L
{p. W) sea no-vacio y convexo, En tal caso, E ( W, r) se convierte en una
correspondencia semi-continua superiormente. La demostracion seria
casi exactamente igual con la salvedad de que en (58) puede tomarse

cualquiera de los elementos de los conjuntos L' { w®, 1%}, i=1,...,G+
+ H.

BIBLIOGRAFIA

G. ESCUDE (1981), Positive Prices, Basics and Non-Basics in Sraffa’s Model,

D GALE (1955), The Law of Supply and Demand, Mathematica Scandinavica, 3
pp. 155-69.

D. GALE (1960), The Theory of Linear Economic Models, McGraw-Hill,
F.R. GANTMACHER (1959), The Theory of Matrices, Chelsea, N. York.,

T. MIYAO (1977), A Generalization of Sraffa’s Standard Comimodity and its Com-
plete Characterization, International Economic Review, Feb., pp. 151-
62.

H. NIKAIDO (1956), On the Classical Multilateral Exchange Problem, Mefroeco-
nomica 8, pp. 13545,
H. NIKAIDO (1968), Convex Structures and Economic Theory, Academic Press.

L. PASINETTI (1977), Lectures on the Theory of Production, Columbia University
Press, N. York,

J. T.SCHWARTZ (1961), Lectures on the Mathematical Method of Analytical Eco-
nomics, Gordon and Breach, N. York,

P. SRAFFA (1960}, Produccion de mercancias por medio de mercancius, Oikos-tau
Barcelona. 1966,

SAGHINT SH967), Un Non-Basic Commaodities, Schweizerische Zeitscnrift fiir
Ecikencinschaft wod Sratistik, CII, pp. 257-66.



LA MERCANCIA PATRON GENERALIZADA PARA . .. 31

LA MERCANCIA PATRON GENERALIZADA PARA TRABAJO
HETEROGENEQO Y EQUILIBRIO GENERAL

RESUMEN

Se generaliza el modelo de Sraffa de produccion no-conjunta para incluir requeri-
mientos de stocks v trabajo heterogénec. Se generaliza la Mercancia Patron de Sraffa y se
comprueba que su utilizacion como numerarjo linealiza la frontera de precios de los factores.
ifuego se supone coeficientes tijos vy se cierra al modelo mediante funciones de demanda y
maximizacidn de beneficios bajo restricciones de capital. La utilizacién como numerario de
la Mercancia Patron Generalizada, al circunscribir a las tasas salariales y de beneficios aun
simplex, permite obtener una demostracién sencilla de equilibrio competitive basada en el
terma de Gale-Nikaido.

THE GENERALIZED STANDARD COMMODITY FOR HETEROGENEOUS
LABOR AND GENERAL EQUILIBRIUM

SUMMARY

Sraffa’s non-joint production model is generalized by including stock requirements
and heterogeneous labor. The Standard Commodity is generalized so that its use as numerai-
re still linearizes the factor-price frontier, Then fixed coefficients are assumed and the madel
is closed by means of demand functions and profit maximization subject 1o capital constra-
ints. The fact that using the Generalized Standard Commodity as numeraire keeps wage and
profit rates inside a simplex opens the way to a simple proaf of the existence of competitive

equilibrium based on the Gale-Nikaido Lemma.





