UNA FORMULACION COMPACTA DE LA TEORIA
DE LOS NUMEROS INDICES

ALpo Diaz *

El tema de los numeros indices ha sido objeto en los ultimos
afios de grandes avances tanto en la investigacidn como en la apli-
caclén de nuevas técnicas y coneceptos. Este trabajo intenta presen-
tar una vision de conjunto de lo que existe en una gran variedad
de articulos en la literatura econémica, El objetivo es analizar pri-
mero en forma consistente, las bases de la mayoria de los indices
que existen, como asi también la aplicacion de las conclusiones ted-
ricas a la construccion de indices con variables de importancia
para el economista, como ser, indices de preclos y cantidades (tanto
de insumos como de productos) y productividad total del proceso
de produccion.

En generzl, se hau omitido las demostraciones que exigirian
una elaboracién larga y tediosa con poco aporte al conocimiento
del tema, pero en algunos casocs se mencions la fuente para el lector
interesade en la rigurosidad del argumento. Se han excluido 1os
resuliados de invesiigaciones recientes u otrocs aportes al conoci-
miento que no han sido generalmente aceptados o se encuentran
en debate. Ello hace que este sumario de la literatura sea, estricta-
mente hablando, incompleto, debido a que las implicaciones y apli-
cacionos del tema han tomado una multitud de direcciones hacla
areas de especializacidn,

Se ha tomado la libertad de poner énfasis en ciertos aspectos
considerados basicos a riesgo de no cubrir convenientemente otras
ireas y conceptos que puedan ser de interés. Con esto se espera
aclarar las dificultades que deben superarse cuando se elige la for-
me. funcional de un indice, como también brindar claridad en un
tépico muchas veces contradictorio.

I. Indices no econémicos

Se define cormo indice no econdmico a aguel en el cual su deri-
vacién no estd basada en la teoria del consumidor. El origen de
estcs indices es, generalmente, la necesidad de cuantificar en una
sola, expresitn, escalar el movimiento en el tiempo (o en el espacio)
de una gran cantidad de variables de naturaleza similar, en par-
ticular de precios y cantidades. Indices de este tipo fueron intro-
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ducidos por escritores del siglo pasado tales como Jevons, Edgeworth
¥ Walsh, para caracterizar cambios del nivel general de precios con
respecto al tiempo 1. Esto consiituye lo que se ha llamado el con-
cepto atomistico del problema de los numeros indices donde cada
una de las observaciones es considerada independiente de lag de-
mas 2.

El tratamiento con respecto al tlempo o al espacio es simétrico
en este caso, es decir, se presume que el indice es valido cuando las
observaciones se derivan de una serie de tlempo o, cuando siendo
en el mismo tlempo, tienen lugar en diferentes localidades. Como
se apreclara mas adelante, esto no es generalmente valido. Los in-
dices construideos con datos de distintas areas geograficas presen-
tan més inconvenientes que los derivados para una misma localidad
sobre datos en el tiempo.

El nombre mas famoso en el desarrolle de la teoria de indices
de precios en este siglo, es el escritor inglés Irving Fisher. En su
libro sobre la construceién de nGmeros indices!12, analizé literal-
mente cientos de indices de diversos tipos vy, mediante la aplicacion
de una serie de pruebas logicas, logrd seleccionar un indice que
Hamo6 Ideal y que se lo conoce subsecuentemente con el nombre de
Indice Ideal de Fisher.

En su obra, Fisher se concentird enteramente en el problema de
indices de precios. La formulacion para los indices de cantidades
€s simétrica y se la consideraria aqui. Bl indice de precios ha sido
definido como el cociente de Igs precics de un mismo producto cal-
culados en el transcurso del tiempo. Por ejemplo, si el precio del

a 1
pbroducto a en el periodo t. es P. y en €1 periodo t, es P, el indice
de precios estd dado por la expresién

1
P.
(D

PJ
Obsérvese aue ¢l indice de precios no indica el nivel de precios sino

R N ‘- : 1
el factor de Incremenio ‘o de disminueidn) del precio P. con res-

a
pecto al precio P.. La definicion es la misma si se desea comparar
los precios de un mismo producto en dos loealidades en un mismo

instante en el tlempo. En este caso los numeros 0 v 1 deben inter-
pretarse como localidades 0 y 1 entendiéndose que las observaciones
han sido tomadas simultaneamente.

I La existencia més aniigun que se comoce sobre o intento de  indexar precios es
quizés la que menciona M, J. UrMmen: “Es-pibiendo en 1707, William Fleetwood,
Obispo de Ely, se propusc la tares des determinar el salario que seria mnecesario
dar a uwn estndiante de la Universidad de Oxford para que &ste tuviers las mismas
facilidades en sus diss y 260 safios con anterioridad”,

2 Por ejemplo, cuando log precios no esthn relacionados con las cantidades ¥ cada
une de les precios, o cantidedes, tampoco se relaciona con Ios otrogs de su mismo

ghnero,
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En el caso en gue el numero de productos a indexar sea més
gque uno, se puede pensar en hacer un promedio de los precios rela-
tives. Este promedic puede ser simple o ponderado. Como ejemplo,
se puede mencionar el promedio arifmético simple

1 1 1 1 n 1
P P2 P P, - P,
4 4+ Ao, 4 2
o o o ° o (2)
P: P Ps P, =1 P
n B n

En este caso se ha eonstruido un indice para n productos entre t.
v ti. 81 se deseara consiruir un indice para mas de un periodo, se
puede proceder de dos maneras. Una es calcular el indice entre las
observaciones finales t. v t.. La otra posibilidad cs caleularlo entre
t. ¥ t1, 1 ¥ ts, ete, para luego multiplicar el valor de cada uno de
los indiees de manera de obtener el valor del indice para el periodo
entre t. v t.. A este ltimo se lo designa indice encadenado y al
primero indice directo, En gencral, los valores obtenidos por unec
u otro métedo para mas de un periodo, no coinciden. La explicacidn
de este fenémeno puede hacerse introduciendo algunes conceptos de
ia teoria del corsumo, 1o cual se harid mas adelante cuando se trate
de indices econdmicos.

Otras formas de indices sugeridas por Fisher son el promedio
simple armoaico, el promedio simple geométrico y el promedio agre-
gativo. Esias tres formas se expresan respectivamente como:

n .o 1 1 1 ® 1
- ' . P. P. z B
N ; : S Pee— 3
P 0,
=1 1 P P P, = B
P,

El inconveniente con los indices no ponderados reside, precisa-
mente, en gue otorga la misma importancia a cada producto gue
enira en la composicion del indice, cuando no siempre la eomposi-
cién real del coasumo mucstra esta propiedad. Una forma de intro-
ducir la importancia relativa de cada producto es la de ponderar
cada precio relafivo pet el porcentaje del gasto total empleado en
cada producto. For ejemplo, el gasto en el producto 1 estda dado
por pi g donde g representa la cantidad del producto. La ponde-
racion se calcula como

Do
(4)

n
zpoa

y en forma similar para los otros productos 2......m. Se pueden
considerar cinco formas basicas de ponderacion. La primera es pon-
derar cada precio relativo con la expresion (4) calculada en el



6 ECONOMICA

periodo inicial o base t: La segunda, es caicular la ponderacion en
el periodo {inal t.. Existen también dos casos iniermedios que pro-
porcionan dos alternativas adicionales. Una es la pcenderacion cal-
culada usando los precios del periodo inicial con las cantidades del
pericdo final y, finalmente, el caso inversu a éste. En caso de con-
tarse con suliciente informscion, la ponderacion puede caicularse
en cada periodo en que se calcula el indice, lo cual proporciona la
guinfa posibilidad. 5S¢ han preseniado asi diverses [ocmins de indices

v posibilidades d: ponderacién, Ahora eabe preguniarse: (Cuil es

el mejor sistema de pounderacién y cadl es el mejor indice?

I. Fisher analizd 1si férinulss de indices ponderados y simples
¥ Propuso una serie de pruebas para los misnios. El propdsito de
las pruebas es el de establecer un criierio de calidad, de manera de
selecclonar la mejor forina enire las consideradas en sd miomiento.
Las pruebas que propuso Fisher, si bien razonables, han provocado
gran controversia, razén pov la cual es de interés estudiar en detalla
¢l contenido de las mismas. Esio se hard aqui en forma suscinta,
para luego analizar cada una de las pruebas en forma scparada.

En general, lo que se espera de una férimula para nameros in-
dlces, es lo siguiente:

— S desde un periodo o otro, lodos los precios cuplican su valor,
el valor del indice de precios debe también duplicarse,

— 51 se cambia el periodo inicial de una serie temiporal, el valor
relativo del indice para dos periodos cualesguiera dentro de la
serie, no debe cambiar.

— Si las unidades en que se expresan los precios o las cantidades
cambian, el valor del indice no debe alterarse cuando esto ocurra,

— Debido a que el producto de todos los precios multiplicados por
todas Ias cantidades en un instante en el tiempo es igual al
gasto total y, por definieidn, los indices de precios ¥ cantidades
deberian refiejar exactamente los cambios en precios y canti-
dades desde un periodo a otro, se espera aue el producto del
indiee de precios muitiplicado por el indiecs de cantidades, sea
igual al coclente de los gastos enire un periodo v el otro,
Habiendo propuesto esta serie de pruebas, Fisher nnalizé todas

las posibilidades que proporcioman variag férmulns  de indices ¥y

varias posibilidades de ponderazidn eon resrects a g caria de da-
tos de la economia norteamericana entre 1913 y 19818. Entre los
indices analizadces, se encuentran ol indieo de Lo exves {1864 v el
de Passche (1874), E! indice deo nrecing (comtidades: de Lasperres
es un promedio agregativo ponderado donde la ponderacién es cons-
tante en todos los pericdos usando eantidaces (precios} del periodo
Iniclal. La forma matemitica os la sivniente:

n 1l n o 1
E moa ol TR+ F
i i
hp = — P (5)
n o L n ] o
T p A TR 1
i i
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donde &, ¥ i, representan la expresion del indice de precios y can-
tidades respectivamente.

El indice de precios (cantidades) de Paasche es un promedio
agregativo ponderado donde la ponderacién es constante en todos
los pericdos usando cantidades (precios) correspondientes al periodo
final de la serie, como sigue:

1 1 1 1
T b 2 P
qp = ~——— M = = (6)

3 D s P

Como resultado de su investigacidn, Fisher propuse como el
mejor indice, su Indice Ideal?® dado por el promedio simple geomé-
trico de los indices Laspeyres y Paasche. Designandolo con I, e I,
o] Indiee Idesl de Fisher esti dado per la expresion:

1, = \/ I 7 I, = \/ hi (7

Con respecto a los criterlos de calidad, Fisher no pudo encon-
trar un indlce gue satisfaga la totalidad de sus criterlos. Su propio
Tndice Ideal no lo hace, ni tampoco los de Laspeyres ¥ Paasche a
partir de los cuales se deriva. En realidad, pocos son los indices que
satisfacen la mayoria de las pruebas. Esto constituye un problema
serlo debido a que las pruebas parecen representar un conjunto
16gico sobre el cual basarse. Sin embargo, se ha demostrado gue el
conjunto de pruebas debe ser modificado si se desea que las mismas
sean conslstentes con Ia teoria del consumidor. Esto hace que sea
necesario considerar primero, la aplicacién de esta teoria al caso de
los ntimeros indices, cosa que se hard a continuacion, dejando el
tema de las pruebas de Fisher para mas adelante.

II. Teorfa del consumo y derivacién de indices econdmicos

El problema béasico con la ¢oncepelén atomistica de los indices
es que, en realidad, existe una relacién tnica entre los precios ¥ las
cantidades. Esta relacién estd dada por la funcién de demanda en
la cual la cantidad consumida de un clerto producto depende de
1os precios de ese producto, de los preeios de todos los otros pro-
ductos y del ingreso del consumidor. Esta funcién de demanda se
obtiene de maximizar la funcién de utilidad del consumidor cuando
éste tlene un ingreso fijo en el periodo de tiempo que se considere.

Entonces, tiene sentido condicionar los nimeres indices a la
teoria del eonsumidor por cuanto, en la gran mayoria de los €asos,
108 numeros indices son usados para determinar el costo relativo del
nivel de vida, ajustar el nivel de ingresos del trabajador y en un
sinniimero de otras aplicaciones que conelernen al consumidor.

8 Aparentements, 1s férmula del Indice ideal fue descubierta con anterloridad w
FISEER por A. L, BOWLEY en 1829.
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En el caso de indlces de insumos y productos, también existe
una relaclén dmnica entre los insumos y los productos representada
por la funcién de produccién, Ademaés, la introduccién de 1a teoria
economica, permite interpretar conceptualmente lo que cada uno
de los indices representa, cosa imposible de hacer sin ésta,

Se denomina indice econdémico a aquel derivado de teorias eco-
nomicas, como ser, la teoria del consumidor o la teoria de produec-
cidn. En el primer caso, se presume que existe una funcién de uti-
lidad en el sentido cardinal del término, mientras que en el segundo
caso, también se considera la existencia de una funcién de produc-
cion, en este caso de naturaleza neoclisica,.

Concentrandonos por el momento en Ia teoria del consumidor,
se puede definir al indice econémico de breclos de la siguiente ma-
nera: Considérese un consumidor en dos circunstancias diferentes
0 ¥ 1, pudiendo ser éstas en diferentes lugares o en diferentes tiem-
bos. Asumase que el consumidor no experimenta un cambioc en su
funeién de utilidad y que el ntmero ¥ calidad de los productos,
entre los cuales el consumidor elige su gasto, no cambia entre 0 y1,
solo los precios y su ingreso cambian. Ahora preguntamos: (Cuil es
el ingreso minime que habria de darse al consumidor en la situa-
¢ion 1 para que tuviera el mismo nivel de vida que en ia situacién 0?
El ingreso en la situaeion 1 relativo al ingreso en la situacién 0 se
define como precio indice. Mas formalmente, y haciendo usc de la
igualdad entre gasto e ingrese.

Detinicion: El indice de precios econémicos es el cociente de
los gastos minimos para un nivel de vida constante en dos
situaciones diferentes.

En general, uno podria decir que el problema es caleular el
ingreso minimo para permitir al eonsumidor mantener el minimo
nivel de utilidad en el periodo 1 que en el periodo 0. Sin embargo,
debido a que la funcién de utilidad esti definida en forma Unica
hasta una transformacion monotdmica, el ingreso entregado al con-
sumidor en la situacién 1 para que éste alcance el nivel de vida de
la sltuacién 0, no necesariamente coloca a éste en la misma curva
de indiferencia 0 en el mismo nivel de utilidad. En general, no se
puede establecer una correspondencia direeta entre el nivel de vida
¥ el nivel de utilidad. Incluso, si se hiciera esta analogia, seris inva-
lida debido & la monotomicidad de la funcién utilidad. Monotomi-
cidad hace diferentes dos situaciones en el tiempo (0 en el espacio)
por las mismas razones que hace imposible la comparacién inter-
personal de utilidades.

Para poder igualar el nivel de vida con el nivel de utilidag,
haria falta presumir que los gustos del consumidor se mantienen
inalterados y que la eficiencia del mismo para disfrutar del con-
sumo también permanece constante.

Estas son las razones por las cuales se prefiere definir los indi-
ces en términos del nivel de vida. Sin embargo, debido a que pro-
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blemas méas graves aquejan el tema, en lo que sigue se usaran
indistintamente ambos términos ¢,

Definase un vector de precios P (p1, P2, +..... p.), un vector
de cantidades @ {(qi, dz, ....-. ), una funcién de utilidad quasi-
eéneava 1(Q), con derivadas primeras y segundas continuas ¥y con
utilidades marginales positivas u:>>{ definida en el espacio no nega-
tivo de dimensién n hasta una fransformacion monotdmica, Desig-
nando ¢l gasto como e, se puede decir que en cualgquier circunstancia

n
e =3 P =PQ =QP &)
1
Con esta notacién, se puede definir al indice econdmico de pre-
ciog como
(4
( o el Pl ul& )
p< P, PY,uQ) b = —— (9)
'; ? e[Pelu@ 1}
L
donde e (P | uiQ ) 1 corresponde al mismo gasto para el nivel de
o
utilided dado por ui@ ).
El nivel de utilidad para el cual se calcula el indice de precios

es 11(Qa) el cual no tiene necesariamente que coineidir con el nivel
de utilidad en cualquiera de las situaciones 1 ¥ 0.

El indice econdmico de cantidades se puede definir en forma
similar. Asumiendo ahora gue los precios no han cambiado entre
las situmoiones 0 v 1, pero si las cantidades?, se pregunta: jCual es
el ingreso minimo requerido per el consumidor en 1a situacion 1
para adguirir el conjunto de cemodidades @ de manera do ghterer
el mismo nivel de utilidad que en la situacién 0 cuando compré las
comodidades Qo?

El consumidor puede finalizar con la misma cantidad Qo u otra
cantidad @ en las dos situaciones. 8i en ambas circunstancias elige
1as mismas cantidades, el indice de cantidades es unitario.

Definicién: El indice econdmico de cantidades es el cociente de
los gastos minimos necesarios para gue, frente a una situa-

a
cién de precios constantes P . el enrsumbine aleance los
niveles correspondientes a los dos vectores de comodidades

Qv Q.

o
o e(Qt | P}
g(@,Q°'P) — _— (10}
v}
elQ° | P}
donde
o o
e(P, @ = Minimo P.Q tal que P = p
4 Para loz propdsiton de este trabajo, la igualdad entre un término y el ofro es sufi-
ciente. Por mhs detalles véase B, M. FIsuwr & K, Bumvn en la referencia (13}
5 Fsto puede entenderse eomo {forzar al consumidor & elegir diferentes cantidades
para luego compensar por cuslquier cambio en el mivel de vida.
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La funcién de utilidad no aparece explicitamente en la formu-
lacién del indice de cantidades como lo hace en el caso del indice
de precios, Sin embargo, estd implicita en Q lo cual permite también
Interpretar al indice de cantidad como el cociente entre dos niveles
de utilidad. Téngase en cuenta gque se requiere un coclente que sea
cardinal, o sea, un nimero, cuando en realidad la utilidad es de
una magnitud ordinal. Obviamente, esto departe de la teoria del
ordenamiento preferencial debido a que no puede existir una fun-
clén que sea cardinal, pero nada impide considerar el cociente en-
tre las dos funciones ordinales como un esealar s,

of
c8l g2 Cefine u(@ )
L
comg ¢i nivel de utitidad urado para drfinis »{P1 PO 2 ), como
existe un conjunto infinito de otras utilidades resultantes de 1la
transformacioén monotémica de la original, no es posible obtener el
{ndice '“inico” o “verdadero” en ningin momento o circunstancia.
El valor “verdadero” del indice, estaria determinado por la prefe-
rencla del individuo y, debido a que no es posible cuantificar su
nivel de utilidad, no es posible (y nuneca lo serd) obtener un indiee
que sea cardinal. Con esto, se concluye que un indice “verdadero”,
“exacto” o “Unico” existe s6lo en teoria, o sea en forma ordinal,
pero no se puede construir un indice cardinal como seria deseable
debido a que existen Infinitas transformaciones de la utilidad del
Individuo, lo que excluye una solucién escalar del problema.

Todos los indices de uso en la prictica padecen de este incon-
venlente. 81 a esto se le aprema que la funcién de uvtilidad en si
misma cambia con el tlempo (v con el espacio) y que la eficiencla
del consumidor con respecto a la satisfaceién derivada del consumo
no es constante, se pueden interpretar todos los indices de preclos
(y cantidades) cualquiera sea su naturaleza, como aproximaciones
de orden inferior a un indice teérico no cuantificable,

En formma similar vara lon indices

El caso de preferencias homotéticas:

Cuando se trata no sélo de un consumlidor, como en el caso
anterior, sine que se desea construir un indice para un gran nimero
de consumlidores (o para un proceso de produccién que sigue mas
que una funcién de produccién), deberia tenerse en cuenta la dife-
rencla entre las funciones de utilidad de cada individuo o, mas
exactamente, existe un indice exacto tedrico para cada individuo,
pero no es evidente que lo existu para un conjunto de individuos.
En el caso en que cada individuo posea una funcién de utilidad
diferente, el problema se agrava debido a que no estdn satisfechas
las condiciones para su agregacidn.

8 En forma similar a considerar el cocients entre ntilidades marginales como cardinal,
La utilidad marginal retiene 1a propiedad ordinal ds la funcién original, pero el
tociente entre utilidades marginales es cardinal.
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De no restringirse 1a preferencia del consumidor, la forma que
siguen los puntos observados del consumo en el espacio multidi-
mensional Eucleideano de cantidades, no tiene una forma definida
cuando en el tiempo cambian les precios ¥ el ingreso del consumidor.
Si la trayectoria no esta definida para un consumidor individual,
tampoco lo estard para el conjunto de consumidores. Consecuente-
mente, serd necesario conslderar casos especiales de la funcién de
utliidad del consumidor, ¥y para todos los consumidores en general,
st se desea progresar en el sentido de cuantificar de manera satis-
factoria {exacta) los indices de precios ¥y cantidades. En particular,
seria de interés parametrizar la funcion de utilidad del indlviduo
de manera de evitar la transformacion monotomica que impide la
construceién de un indice cardinal exacto.

El caso a considerarse, y el que a la vez proporciona uns exXpo-
sicién simple y elegante de la materia, es aquel en gue la prefe-
rencia de! consumidor es homotética. Antes de desarrollar las impli-
caclones de este concepto, conviene revisar los supuestes bésicos
sobre los que se fundamenta.

Supdngase un consumider que maximiza su funelén de utilidad
en cireunstanelas donde los precios estan dados por pl, las canti-
dades por Q! y su ingreso por yl. 8i simultaneamente, todos los
precios y el ingreso se duplicaran, se espera que ¢l punto oOptimo
hallado con anterioridad al cambio no se altere, esto es, el consu-
midor compraria las mismas cantidades de bienes y servicios que
en la situacién original. En este modelo, se dice que el consumidor
es Invariznte con respecto a cambios iguales proporcionales en los
precios y su ingreso, lo que equivale a decir que el consumidor no
sufre de ilusién monetaria. Este es un supuesto necesario en el caso
homotético.

81 las preferencias del consumidor son homogéneas de cualquier
grado 7, la forma de la curva de Engel paraz cambios en el ingreso.
as una linea recta desde el origen en el diagrama Euclediano de n
dimensiones donde cada uno de los ejes representa las cantldades
consurnidas. Ademdis, si la funcién de utilidad es homogénea de
erado upo (v -= 1), de doblacse el ingvern dol conarnloorn, celeris

»

paribus, las cantidades consumidas seran exactamente dobles, lo
que indica que las distancias a 10 largo de las rectas de Engel entre
curvas de indiferencia gue representan niveles de utilidad de dife-
rencia constante son iguales®.

Para obtener curvas de indiferencia sin discontinuidad y que
hagan posible el proceso de mazximizacidn, se supone que la funcién
de utilidad es cuasiconcava. Si u(Q) se considera sin limite supe-
rior, se presume gue el consumidor no aleanza €l estado de saciedad

7 Una fumeidn  uq{gy, (2...... (o) ©8 homogénea de grado T s 2o verifiea que
ulkqs, kgs...... k) = & ufqy, Qo000 >0
8 Un grado de homogeneidad mayor que uno, implica distancias cads ves m&s corias,
¥ vitoverss.
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en ningin momento. En términos matemiticos, esto se puede expre-
sar en forma estricta con las siguientes condiciones:

Al) wo)y =10
A2) u(Q) tiene valor finito para todo Q=D
A3) wey = w@ siQl = Q

Ad) Para cualquier valor de @ > 0, 0 @ =0 de manera tal
que u(k@) >0 para un escalar k > 0, WkQ) —> o
5l K —u0

AD) u(Q) es semi-continua en su parte superior?
A8) (Q) es cuasi-concava en D

donde D es el dominio de cantidades no negativas en el espacio de
dimension Rn.

D =(Q|Q = 0, Q:Rn)

Queda ahora por resolverse el problema de agragar las prefe-
rencias individuales. Los supuestos Al) ... ... A6), conjuntamente
con la homogeneidad de la funcidn u(Q), garantizan preferencias
raclonales con lineas de expansién rectas para un consumidor, pero
no es suficiente para un conjunto de consumidores. Incluso, si todos
los consumidores tuviesen preferencias de acuerdo a Al)...... AG),
las caracteristicas del consumo no tienen por qué ser iguales. Un
consumidor con gran riqueza adguiere productos de naturaleza dife-
rente que un consumidor con menor riqueza. Esta diferencia en lag
caracteristicas del consumo tiene importantes implicaciones en 1a
eonstruccion de un ndmero indice. Considérese el caso de un incre-
mento en el precio de articulos de lujo; el nivel general de precios
se incrementaria pero resulta evidente que para las personas que
no consumen articulos de lujo, el nivel de precios no ha cambiado.

Si se desea que las earacteristicas de consumo sean idénticas
para todos los consumidores, debe suponerse ademas de las con-
diciones Al)...A8), que las preferencias individuales son homoté-
ticas. Esto constituye el teorema fundamental de los numeros indi-
ces: solamente preferencias homotéticas garantizan caracteristicas
de consumo idénticas para todos los individuos.

Debe tenerse en cuenta que el caso homotético es altamente
restrictivo al extremo de no ser realistico en el contexfo de Ia teoria
del consumo debido a que ignora por completo la distribucién del

O La faneidn w(Q) es sentdi-eomiinua on su parte superior en el punto QO si, ¥
solamente si, para todo N>>0 existe un entorne ]\'n (Q9) tal que si Qg Z‘Tn (Qe)
implica que w(Q) < wiRY) o oy
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ingreso. Las diferencias en el poder adquisitivo de individuos es muy
dificil de incorporar en la construceién de un indice, a menos que
el indice sea constrehido a un determinado nivel de ingreso para
el cual sea valido presumir que existen preferencias homotéticas.

Definicidn: Una funcién homotética es una transformacion de
la forma F[u(Q)] donde u(Q) es homogénea de primer
grado con propiedades Al)...... AB), ¥ Ia transformacion
Fiui@)! es tal que F (v)—> 2 cvando v— >, donde
v es un indiee del valor de u{(Q), ¥ ve(Q,e).

La funecién homotética tiene propledades importantes. Primero,
impene elasticidad unitaria con respecto al ingreso en todas las
preferencias individuales. Segundo, las curvas de indiferencia de
uns funcién homotética pueden obtenerse por expansion radial de
ung de eiias cualesquiera y, tercero, las distancias entre las curvas
de indiferencia medidas a lo largo de las rectas de expansion que
paren dei origen son iguales, bsta tiansformacion homotética es
un caso particular de la transformacién general Flg(x)] donde
#(X) no esta restringiGa a ser una funcion homogénea de primer
grado.

La transformacion homotética mantiene la mayoria de las pro-
piedades de !a funeidn original. En nuestro caso, st Ia funcién w(q)
con propiedades Al)...... AB) es homogénea de primer grade, la
transformacién F[u(@)] es super aditiva, continua y funcién con-
cava de @:D 19, Por medio de la homoteticidad, se fuerza a que las
curvas de indiferencia del conjunto de consumidores sean Idénticas
y con las mismas propiedades gue aguellas de un individuo del con-
junto. De esta manera, el analisis y conclusiones derivadas anterior-
mente para un indivicue. son validas para el conjunto de elios.

La introduccién de este tipo de supuestos simplifica conside-
rablemente la construccién de los nameros indices en el caso ho-
motético. Las definiciones de los indices de precios y cantidades en
este caso, estan dadas por los siguientes teoremasil:

Indice de Precios Homotético: B8i, y solamente si las preferen-
cias son homotéticas con todas las elasticidades con respecto al
ingrese unitarlas y con P [u(@ ] homogénea de primer grado, se
cumpie que

¢, f3
PP, PY; @) = p(PL P Q) = p(P, PO = p(PL) /p (PO (11)

a B
para todo (@ , @ .

Indice de Cantidades Homotético: Si, y solamente si las prefe-
rencias son homotéticas con todas las elasticidades con respecto al
ingreso unitarias y F[u(@)]1 homogénea de primer grado, se cum-
ple gue

o 8
QL QY P ) =aq@L Q0 P == q@!, Q) =d@") /qQ) (12)

10 Véase R. W. SHETPARD (Z€).
11 Debidos a P. A, SBAMUELSON (23).
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Bolamente en el caso homotético el indice de cantidades seri el
mismo cualesquiera sea el nivel de precios elegido P. Los indices no
son ahora el cociente entre gastos, sino el cociente enire los niveles
de precios para el indice de precios y el cociente entre los niveles
de cantidades para el indice de cantidades. Notese que la funeion
de utilidad po figura en ninguno de ellos., Esta es la gran ventaja
que brindan los indices homotéticos; permiten expresar en forma
cardinal los términos de los cocientes haciendo posible asi la de-
terminacién “exacta” de los mismos. Se concluye de esto que, sola-
mente es posible obtener indices exactos sl se parametriza la funcion
de utilidad. Todos los indices que no lo hagan no son, por consi-
guiente, exactos.

Para cualguier preferencia convenlentemente parametrizada en
forma matematica, existira siempre un indice el cual representara
exactamente esa funcién, y viceversa. El entendimiento de esta co-
rrespondencia entre la funcién de utilidad y su indice exacto, con-
dujo a que se investigara la funcion de utilidad correspondiente a
algunos de los indices comunmente utilizados. Como ejemplo de
ello, Buscheguennce (1925) demostro que el Indice Ideal de Fisher
es exacto parz una funcién de utilidad cuadratica homogénea. En
forma similar, Afriat|t demcsird que el indice de Palgrave corres-
ponde a una funcién Cobb-Douglas de la forma

o (g, W= 0, 3w =1 para cantidades, (13}
o2 € P

Yo (8 |, a0 = —— o= = 8., para precios (14)
e PQ

De esta forma se puede proceder “ad infinitum"” debido a que
existen tantas funciones de utilidad como sea imaginable y, por lo
tanto, es posible derivar por lo menos un conjunto de indices exacto
para las mismas. En el caso general ne homotético existen mas com-
pleaciones en el cdleulo de los indices ¥y no es posible obtener una
formula exacta en ningun caso.

HI. Numeros fndices en la feoria de produccidn

La mayor parte de los resultados derivados de la teoria del con-
sumldor pueden extenderse a la teoria de produceidon. Los nmimeros
indices relacionados con la ieoria de produccion fueron derivados
principalmente por la labor de A, Bergson 2|, R. H, Moorsteen |21}; F.
H, Fisher y K. Shell (Ensayo II en la referencia 13) y por P. A
Samuelson |23].

Considérese la Frontera de Produccién (FP) de una economia
caracterizada por factores de produccion fijos y en la cual existe
competencia perfecta en los mercados de insumos y de productos.
La FP puede, entonces, representarse por la siguiente funcién Im-
plicita:

T(x1,..... X ;b)) =1{xb =0 (15)
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donde x1...... X, representan las cantidades de productos, mientras
que b es un parametro que determina la eficiencia de producciédn,
0 sea, el que crea la expansién de la FP cuando la tecnologia, o las
economias de escala, cambian. Ademéas, se presume que 5f/8x, >0 ¥
81/8b< 0 de manera gue un aumento de b resulta en una expansion
de la FP hacia afuera en todas sus dimensiones. En lugar de con-
cavidad, ahora se requiere la convexidad de Ia funcion de produc-
cidén de manera de obtener la concavidad de la FP. Esto garantiza
contornos concavos en el espacio X1...... X. para cambios en b.

Por analogia con la teoria del consumidor y, haciendo uso de
la definicidn de indices de precios y cantidades econdmicos, se pue-
den definir los indices del producto en dos situaciones 0 y 1. Dado
el vector de precios de productos ¥ = (¥y1...... ¥.), la combinacion
6ptima de produccién ocurre en el punto de tangencia entre la FP
y el hiperplanc de precios, o sea, en el punto de resolucién del pro-
ceso de maximizacion.

Max, Y.X sujeto a f(x;b) = 0 (18)

Entonees, se puede definir el indice de cantidades del producto
conociendo los precios y cantidades del producto en dos situaciones
(X1, Y1) y (X0, Y?), como el cociente de los gastos en las dos situa-

43
ciones para un vecior de precios de productos dade Y

i (Xi:Y)
X (XL X vy .. T 1
44
(X0 ; ¥
(43
donde ¥ pueds ser tomado ea el pericdn »ésino ¥ o 1 el noviodo

final ¥1, Debe tenerse en cuenta que X0 y X1 pertenecen a dos FP
diferentes, lo que significa gue b ha cambiado entre la situacion
0y 1. 81 b permanece constante, X! y X0 deben encontrarse sobre
la misma FP ¥y en este caso el indice de cantidades del producto es
unitario.

La definleidén del indice de precios sigue un argumento similar,
solamente que Ia compensacion debe ser tal que cologue al producto
sobre una misma FP, 0 sea, se calcula el cociente entre los gastos
para un valor fijo de b.

(Y1 ; b)
Y(Yl, Yo ; M = (18)
(Yo ;
donde existe una correspondencia directa entre b y x en la fun-
clon f(x;b) =0.

En el caso homotético, las expresiones de estos indices se sim-

plifican considerablemente siempre que la funcién

b(xL......... %) = b(x) = k! b (k) 19
sea una funcién homogénes de primer grado. Un caso particular
ocurre cuando la funcién de produccidon homotética consiste en dos
Insumos (frabajo y capital) ¥ un producto. Los cambios en el pari-
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metro tecnolégico b es tal que mantiene constante la relacién entre
los insumos, siendo éste el caso de cambio tecnologico neutro en el
sentido de Hicks.

En el caso homotético general (con méas de un producto) los
indices de precios ¥y cantidades se reducen a:

a (Y1)

v(YL, Y0, b} = = y (Y1, YO} (20)
(Y0)
o ({X1)

X (L, Tl = == x (X1, XM 21
(X0)

para cualquier valor de b e Yﬂ. Estos indices satisfacoen la mayoria
de las pruebhas de Fisher, Para el indice de precios es:
(i) ¥y(¥Y0, ¥0) =1 (22)
(ii) y(¥1, ¥y y (Yv, ¥y = 1
(i) y(¥2, Y1) y (¥, ¥Y¥) y (Y?, ¥2) =1
{iv) y*(Y*, ¥*0) = y (Y¥1,¥Y0) para un cambio dimensional

Y= Y, d,4d >0

El indice de cantidades también satisface estas relaciones. Para
los dos indices combinados, se satisface la prueba de inversién de
factores:

YL X1

¥y (YL, Y9 x (X1, X0) — —
Yo Xo

(23

IV. Inconsistencia de las pruebas propuesias por Fisher

En su libro, Irving Fisher introdujo un conjunto de pruebas para
juzgar los méritos e inconvenientes de las f6érmulas comutnmente
usadas para construir nameros indices. Estas pruebas fueron esta-
blecidas sobre bases de sentido comun, es decir, representan lo que
puede esperarse de un indice en diferentes ecircunstancias sin que se
violen las reglas del razonamiento ldgico. Con esta ayuda, v luego
de aplicar sus pruebas a cientos de férmulas, Fisher hallé el Indice
“Ideal”. 8in emhargo, este Indice Ideal no satisface la totalidad de
las pruebas, si bien es uno que satisface la mayoria de ellos. Esta
inconsistencia crea la incertidumbre sobre la existencia de algun
otro indice que satisfaga todos los requisitos de Fisher, o si el con-
junto de pruebas no constituye un conjunto demasiado restrictivo.

La respuesta del propio Fisher a este dilema fue la de declarar
una de las pruebas invalida, basindose en que su Indice Ideal no
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la satisface 12, Por otra parte, en afios subsiguientes, Frisch |14],
Wald, Subramanian, Mizutani, Swamy [30f ¥y mas recientemente
Eichhorn |11] han demostrado la existencia de inconsistencias entre
el conjunto de pruebas y la teoria econodmica.

Considérense las siguientes pruebas propuestas por Fisher:

T1) Proporcionalidad 13: Si desde un periodo (o lugar) a otro, los
precios (cantidades) se Incrementan por un factor constante,
el indice de precics (cantidades) debe reflejar exactamente
este incremento. Esto se puede expresar como sigue:

Si Pt — k P® , p(Qo, PO, QL k P8) = k (24}

st Q =kQ , a(Q,P,kQ,Py =Kk (25)
para todo kK> 0.

Il

T2) Circularidad: El numero indice deberia ser independiente de
la eleccion de un tercer punto, En otras palabras, deberia ser
posible descomponer el valor de un indice entre dos tiempos
(o lugares) de manera tal gque el cambio toial del indice sea
el producto del cambio de cada una de las componentes. Para
el caso de solamente dos componentes seria:

p(QY Pe, QL P} p(QL, P1Q,P) = piQY PO, Q P) (26)
q(Q°, P, QL P q{(QLPLQ P =q(Q, P Q P) 1* (27

T3  Dimensionalidad 15 El indice deberia ser independiente de la
unidad en gque se miden los precios ¥ las cantidades. Para un
cambio de unidades de, por ejemplo,

g;aq* = d, q para d; > 0 deberia ser
p* (P9, Q0% P1, QI*} = p (Pt Q% P!, Q1) (28)

T4) Inversion de Factores: Sl en la formula de un indice de pre-
cios, se intercambian los precios por las cantidades y las can-
tidades por los precios, se obtiene un indice de cantidades. El
producto del indice de precios original y el indice de canti-
dades obtenido por inversion de factores, deberia ser igual al

12 Luego de probar que gu fndice satisface todas mus pruebas con excepcién de la Circu-
Iavidad, FisHER esribic .. .pnr consiguivnie, wue formmia gue gatisfaga cxactamente
Ia pruebs llamada de Circularidad deberfa tomarse en realidad comoe prueba ds gque
la férmuls es errémea (p. 271L).
13 Algunas veces Hlomade (SiMUukLgson) “prowmcdio weneral de precios relatives™,
14 Como consecuencia de esta prueba pucde escribirse que
P (QO’ PD, QI, PO 1 {Pruebsa de Identidad)

p (QV, PY, Q1 PO) = 1
p (QU, PO, @1, P1) (Q, P, @0, P0) =1 inversion
de tlempos)

q
p (P, Q0, PL QL) p (P,LQ,P Q) p(P,QP,QH =1

15 También Uamada prueba de medibilidad (Swamy).

(Prugha ds
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coclente entre los gastos en los periodos de tiempo (o espacios)
considerados,
Qi

P (PO, Q% P%, QL a (P, Q, P, Q1) = ——- (29)
e

Estas cuatro pruebas son, basicamente, las usadas por Fisher
para evaluar indices tales como el dc Laspeyres, Paasche ¥ muchos
otros indices no econdmicos, Como en ninguno de los casos los in-
dices no econdmicos satisfacen todas las pruebas, cabe preguntarse
sl lo harian los indices econdimicss en general y, en particular, los
indices homotéticos. Samueison 23; demostrd que, para el caso ge-
neral no homotético, la prueba de proporcionalidad se satisface para
precios, pero no para cantidades

u

PIRP,P, Q) == & pero (30)
o

q (kQ° Q" P} = k, similarmente,
[ o

p (P, P k) gorh By pero

(1R {L
q @, QN kP — aQ, g P)
Estos dos altimos resultados se deben a la ausencia de liuslén
monetaria caracteristica del modelo. En general, las otras pruebas
no se satlsfacen sino por casos particulares, a saber:

a) Circularidad
{5 xS (32
PPy, P @) piPy, T G piD, PG e 30
o i Qi
(@ Q' Py nint oo ‘“ SRS S
Tn caso particular de éste es:

it o

nip, 2 S~ =0 pE oy — 132
o i
RN LU s T
b) Dimensionalidad
r o
p* (P:::l! P-:::‘:: (‘x }o- 1 [P!' pO, Q } (33)
o i
q# (0:1:1_4 Q!.en.. 2R R — 'rl (Q1 Qm‘ P \
¢) Inverslén de Facfores
91
p (P1, PO Q1Y @ (G, QY v =
en
= p (P1, P"; O ~ (D1, Q" PN (34)
pero en general,
el
p(PL, P% QgL Q: Py - - — paral - 061 (35)
el
de manera simllar,
o I el
p(P, Py Qg QY P ¢ £ —— para cualquler fae
[ H eU

valor ae (@, B ).
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Enh el caso homotético, las pruebas T1)..... T4) se satisfacen
por los indices homotéticos p (P1, PY) y q (Q!, Q°), para preferen-
cias individuales homogéneas de primer grado y para n = 1.

En el caso general no homotético, Swamy |30| demostro que el
conjunto T1, T2, 13, T4 no es ccnsistente con la teoria econOmica
en el senbitio que no puede existir un indice econOmico que satisfaga
todas las pruebas. Ademas, Frisch |14; demosiro que dichas pruebas
son consistentes con la teoria econdmica séio en el caso que n sea
unitario 17,

Para lograr un conjunto de pruebas consistentes, Eichhorn 1n—
trodujo varias versiones de éstas en forma mas restringida. Por
ejemplo, para lograr un conjunto de cince pruepas consistente (en
el sentido gue una formula satisfaga cuatro de ellas pero no la res-
tante) deben modificarse las pruebas Ti, TZ y T4 como sigue:

T1’) Proporcionalidad Restringida: Si las cantidades no cambian,
un cambio k veces (k >> 0} en todos los precios, deberia resul-
tar en un valor del indice igual a k.

p (Pn,Q kP, QY =Kk 37
T92') Circularidad Resfringida 1¢: El cociente
p (P9, @, P!, QL
pP, QP Q)
deberia ser independiente de Pl Qi o sea, la comparacion
entre los precios y cantidades en el periodo inicial y los pre-

clos y ecantidades finales via un tercer punto, no deberia ser
afectada por la eleccion de este tercer punto.

p (P?, Q, P, Q¥)

p (P, Q P, QY
o sea, deberia ser una funcidm R la que excluiria P! y QL

(33

-+ R (Pv. Q, P, Q) (35)

T4) TInversién de Factores Restringida: En lugayr de la inversion
de factores (T4) solo se requeriria due

QP
p(Po, Q" P, @ ¢q(P, QP Q = — (40
Q¢ po

i7 Eate caso particulsr no satisfaco la llamads Prucba de Determinacién la cusl requiers
qua el fwdice ne aeje deoexistic, se bage ndluno o inleterminado i coalgquier ar-
gumento del vetor 14 {3 e haoo ocevo o dnfinily BrAULLRE0N SwaMY se han
reforido a este fadice en los siguientes lérmines: “Esta condicién, nos parece, es
fuers de Jo comtin ¥ por cierto ne deseable, Es necesariaments viclada en log dea
extremos v no liene en cuenta cl sopuesto de insatisfaccién el cual me usa corrien-
taments en la teorfa econémica estandard”, Por mbs discusiones sl respecto véase
SURKAMANIAN, MIzUraND 3 Varh on BwaMy (30,

13 Debido a Friscu (14).
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donde q es un indice de cantidades que satisfaga el mismo
conjunto de pruebas gue el indice de precios p (es decir, no
es el indice original p con los factores intercambiados).

Se puede formar un eonjunto de cuatro prucbas consistentes
con T1'), T2, T3), la prueba de Determinacion, y T4'). Para ob-
tener un conjunto consistente de cinco pruebas, una de ellas tiene
que ser modificada. Por ejemplo, se podria elegir una Prueba de
Proporcionalidad Doblemente Restringida (T27), tal como

p(P°, Q% kPO, kQY) = k para todo k>0 (41

entonces, existiria un indice tal que satisfaga las cinco pruebas T1",
T2, T3, T4 y la prueba de Determinacidn.

Es evidente que para lograr un conjunto de pruczhas consisten-
tes, deben restringirse el alcance de las mismas, pero esto produce
propiedades no deseables desde el punio de visca practico. Sin em-
bargo, esto no deberia dar la impresion de ser un problema sin
solucion aparente debido a que podria exlstir ciro indice aun no
descubierto compatible con un conjunto de pruchas mucho menos
restrictivas que las agui mencionadas. E! indice continuo de Divisia
a iratarse mas adelante se aproxima a esta situacion,

Desde el punto de vista practico, muchas veces no se reguiere
un indice que sea consistente. Los trabajos empiricos con funciones
de produccién en la mayoria de los sectores de una cconomia, pro-
ceden frecuentemente a lo largo de economias de e:xcala constantes
¥, como consecuencia de esto, los indices para insumes y productos
utilizados corresponden a aquellos del caso homogéneo. Para la
mayoria de los sectores donde no exisien grandes cambios en tecno-
logia, el supuesto de un avance tecnoldgico neutral en el sentido de
Hicks es realistico. Por otra parte, el supuesto de homoteticidad en
la teoria del consumo es altamente resirictivo. Sin emhargo, debido
2 dque la tendencia es hacia una mayor coleccldn de datos a nive
microecondémico, se pueden resolver parcialmente los probhlemas
creados por la distribucién del ingresoc y las diferencias de caracte-
risticas del consumo regional de una manera eficiente construyendo
indices para diversos niveles de ingresos y zonas geograficas, lo cual
permitiria aceptar supuestos mds restrictivos para los mismos.

V. Indices de Divisia para el consumo y la produccion

Los indices tratados anteriormente consideran al tiempo como
una variable disereta. Normalmente, los precios ¥ las cantidades son
vectores de observaciones realizadas a intervalos regulares, por
ejemple, cada afo. Divisia ' ha propuests un indice, el cual con-
sidera los precios y las cantidades como funciones continuas del

19 Véase las eonclusiones y recomendaciones de la Déeima Conferencia Internacional dae
Estadisticas, Oficina Internacional del Trabajo, 1862,
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tiempo derivando asi un indice continuo muy conveniente, el cual
se estd adoptando en muchas aplicaciones practicas debido a sus
excelentes propiedades, La presentaciéon usual es como sigue: Se
puede concebir que en cualquier momento, el valor total del gasto
estsd dado por el producto de dos factores, p ¥ q, los cuales pueden
considerarse representativos del nivel de precios y cantidades res-
pectivamente, en forma escalar. El valor del gasto estd dado por

PQZFD. I (42

diferenciado,

pdatqdp = iz (pi dd: 4~ g dpo) (43)

dividiendo esta tltima expresién por la primera, y aplicando loga-
ritmos, se puede eseribir la expresion equivalente 20,

dilnp - d Inq — Z2a d Inp + 2« d 1ng, (44)
donde
p.d:

i =

S P
1

representa la proporcién de! gasto total adjudicado al producto (o
servicio) 1. Supdngase por un momento que es legitimo separar los
términos de la expresion (42) en la siguiente forma:

dlnp — Za d In p (45H)

ding = %« d In q: (48)
j

La integraclén de estos dos términos con respecto al tlempo
permite obtener la siguiente expresion:

dp: ()
Inp == exp [:in.; P (47
i pe (D)
d (p, @)
£0 Usando Ia igualdad —_—— = d (In pQ

5
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¥ rezmplazando o. o3
P (1) [/ (t) d ns t)

/
— b} == EN
Inp = exp f’ P osp ) g () pr ()
i

= exp /q: (t) dp. (&)

existiendo una expresion similar para In g. El antilogaritmo de esta
expresion es el volor del indice de precios de Divisia el cual repre-
selita el cambio en el nivel de precios (en forma logaritmica) con
respecto al tiempo. Como es el caso con muchos otros indices, el
indice de Divisia es un promedio ponderado del cociente de precios:

D

i
T In | — | (49)
pe (-1 i

dende el Zaciar d= ponderacién o, pue le definirse para el periodo
Inicial, el periodo final o cuwalquler combinacién de ponderacién en-
tre estos periodos de tiempo, normalmente, el promedio de los dos:
1
— (o it o« it-D (50)
2

En su feorima discretn, el indice puede escribirse como:

Inp, ——"mpy = X (Inv. -+ 11 un 20 t51)
i

el cual puede calcularse directamente a partir de datos de preclos
y cantidades.

El indice es exacto si se conoce la funeién ¢ (t) que genera los
precios y cantidades observados, por lo que el indice seria entonces
la integral definida de una funcilén continua. De no contarse con
esta informacidn y contando solamente con datos en forma discreta,
el valor de la integral dependera, en gemeral, del trayecto que ge-
nera la funcién en los puntos intermedios entre observaciones, o
sea, la trayectoria de los precios y cantidades entre una ohservacién
¥ la siguiente,

La aproximacién del indice directo mejora a medida que los
intervalos de observacion disminuyen, por ejemplo, tomando datos
mensuales en lugar de trimestrales. Esto se debe g que el indlce
tiene la propiedad de ser asintético cuando t -—> 0. Sin embargo,
esto no elimina la indeterminacién causada por la dependencia del
indlee con respecto a la trayectoria. Para tratar este problema,
Houlten 18| hace uso del concepto de funcién potencial. Si existe
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una funcién potencial, el valor de la integral curvilinea entre dos
puntos no depende de la trayectoria seguida durante la integracion
entre el punto inicial y final de la misma, y es igual al incremento
(o disminucién} de potencial entre los dos puntos extremos 21, Si la
trayectoria es cerrada, de manera que los puntos inicial y final coin-
ciden, el valor de la integral es cero,

La funcién potencial existe sl, ¥ solamente si se cumplen las
slgulentes condiciones:

i) Existe una funcién continua y diferenciable (fal como la
funcién de ufilidad o la funcion de produceién) .

1) Tsta funcién es homogénea de primer grado.

fi) En eualguier punto de su hipersuperficie existe ung com-
ponente octogonal (un vector gradiente) Unico hasta una
transformacion monotémica.

La condicién i) tiene la importante propledad de ser la condl-
ci6n necesaria para separar legitimamente la expresion (44) en la
(45) y (46).

Otra propiedad importante del indice Divisia en su forma con-
tinua, es que satisface la totalidad de las pruebas de Fisher con la
dniea excepclén de la prueba de Inversion de Factores a la cual se
aproxima. Sobre esto, Theil 131|] ha demostrado gque la suma de las
varlaciones en los logaritmos de los indlees Divisia de precios ¥y can-
tidades en su forma disereta, es aproximadamente igual a la varla-
elén en el logaritmo del valor. Ademas, ¥ méas importante, ¢l indlee
de Dlvisia es el tinico que tiene la propiedad de ser invariante, tema
que se tratara a continuacién,

Considérese ung eccnomia caracterizada por dos productos, fac-
tores de produccién fijos y competencia perfecta en los mercados
de factores de produceién y productos. En el instante de tlempo ¢
la produccién de los dos productos ocurre en el punto A de la flgu-
ra 1, sobre la FP, y es Optimo. 5i en el instante de tiempo t + 1 se
observa que el punto 6ptimo se ha trasladado a B, también sobre
1a FP, es obvio que no ha exlstido mejora alguna en la eficiencia de
produceldn; tedo lo que ha cambiado es la proporeién en que se
producen los dos productos sin que se haya producido ninguna me-
jora en la productividad global. En consecuencia, cualquier indice
que mida los cambios de la productividad, deberia permanecer cons-

21 Esto e andlogo al trabajo A reslizado por una carga eléctrica 4 en un campo elfe-
trlco de intensidad E. El trabaje por unidad de carga ests dado por la expresidn

A b
—n = Vo = f E di
q 1
donde V1-2 es ol cambio potencial da la carga enire Ios punios 1 ¥ 2 como resal
tado del movimiento, ¥ es independiente de 1n travecloria seguids por Ta rcavgs
[ BEdl =20
eptre 1 ¥ 2. 5i los puntos 1 y 2 coinviden, cualquiera sea la travectoria
0% Tn 11 Jiteraturn s han usade varics pxpresiones para este fendmene, Por ejemplo,
sa lo ha llamado “‘rambio teenolbgiec” (NADIRI, SoLow), “‘progreeo teenolégico™

(85axr), “prodwciividad tefel de factores de prodaccién’ (JoRGENSON, (RILICHES,
KANDRIOE) hasts incluso “la medida de npuestra ignorancia’' {STAR).
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tante entre t y t .1 1. Entonces, cuando se estime el incremento de
productividad de la economia (para los dos productos) desde un
instante en el tiempo a otro, como el cociente entre el indice de pro-
ductos y el indice de insumos en ambos tiempos, se espera que no
se registre ningtin cambio en el indice de insumos ni en el indice
de productes para un cambio entre A ¥ B, debido a que en ambos
casos se utilizan plenamente todos los factores de produccion.

Comparese esto con un indice convencional que usa los precios
del periodo inicial (final) como ponderacion del periodo final (ini-
cial). Por ejemplo, el indice de Laspeyres para el producto, usaria
los precios en la situacién A para ponderar los productos de la
situacidon B, indicoundo asi una reduccion aparente del producto en-
tre A y B.

Producto 1

Figura 1

3\
Producto 2

Para que un indice sea Invariante, debe considerar los precios
en A para las cantidades en A y los DPrecios en B para las cantidades
en B. Richter |22! dedujo de este analisis que el indice de Divisia es
el Unico indice invariante debido 2 que cambia constantemente de
bonderacion a lo largo de la frontera de broduceidn. Para 1z inde-
xacion de insumos se llega a la misma conclusion: el indice de Di-
visia es el finico indice invariante.

Es de interés trasladar este andlisis a la teoria del consumo y
derivar las implicaciones econémicas de invariancia en ese contexto.
Cuando algunos precios aumentan ¥ otros disminuyen, no es ohvio
que se desee un incremento o disminucién del indice de precios.
Cuando los aumentos y disminuciones de preclos son tales que el
valor total de las cantidades permanece constante, se puede decir
que la variacién de precios es neutra, y si se supone que du/dt = 0,
por definleién, el indice de precios no debe alterar su valor. En este
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caso, el indice de Divisia es invariante para variaciones de precios
neutras v, ademas, es el unico indice con esta propiedad.

Retornando al caso de la teoria de produccidn, es necesario a
veces no contar con la condicidén i) la cual requiere gue la funcién
de produccidén sea homogénea de primer grado. Para los e¢as0s en
que existen economias o deseconomias de escala, se viola esta con-
dieién, pero, afortunadamente, exisle una solueion (parcial) para
este problema. Si, como es comin con datos de produccidn, aparte
de la serie temporal de los precios y cantidades de los insumos, se
tienen observaciones sobre el valor del producto Vo {(t) para cada
intervalo en el tiempo, de manera tal que

Vo (t) = po (B) qo (L) (52)
donde po (£) ¥ go (t) son los precios y canhtidades del producto, ¥

q (8 =fta B, d B ...... g (B (563)

es la funcién de produceién del producto (o servicio) qo, se puede
modificar la expresién (48) de la siguiente manera:

| |

. i (B) oo (b d p (B

exXp | " s P a P (54)
‘ i po () qo {t) p: (1) l

donde la ponderacién es ahora la proporeién de cada insumo en el
valor total del producto, vy no en el valor total de los insumos.

El hecho que se elimine la condicién ii) no implica que se ignore
la dependencia del indice con respecto a la trayectoria. Puede de-
mostrarse que el indice (54), que llamamos quasi-Divisia, puede ser
independiente de la trayectoria si se cumple que

Pi t
po (t}

I, =

En otras palabras, si existen economias o deseconomias de es-
cala, Ia expresion (65) puede reemplazar la condicién il) y obtenerse
asi un indice independiente de la trayectoria.

Desafortunadamente, no se cuenta con un indice quasi-Divisia
en la teoria del consumo debido a la ausencia de una tercera serie
observable independiente como Vo (t).

La aplicacién mas comun del indice de Divisia se encuentra en
el area de produccidén para indexar productividad. Considérese el
caso de una tecnologia con m componentes del producto total y, por
consiguiente, m precios, uno para cada producto. El valor total del
producto estd dado por:

pY = pi¥r |- pa¥e L ..o - pm Ym 56)
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Diferenciando totalmente esta expresién con respecto al ttempo
¥ dividiendo ambos lados por el valor total, se obtiene,

' v,
Lo b (57)
D

»4“-
|
|

i ' D Y,

donde el punto indica derivadas con respecto al tlempo y las pon-
deraclones, como en el caso anterior, son las proporciones del valor
de cada producto en el valor total del mismo,

p: Y,
o e (c8)
Ep Y

Separando la expresion (57) se chtienen lag expresiones del indice
continuo para los precios y cantidades del producto:

qo q:° Yo Y.©
— = Sy H Bl T T — (52
: -

q [+ Y i v,

Estas dos expresiones representan la tasa de crecimiento del
indice Divisia con respecto al tiempo, las cuales pueden reducirse a
expresiones similares a aquellas para el valor del indice. El trata-
miento para los insumos es similar al de los productos.

Habiéndose obtenido los indices de Divigia para los insumos y
los productos, es necesario combinarlos Para obtener asi el indice
de productividad. Por productividad se define agqui el residuo de
Ia funcion de produccién luego de haberse tenido en cuenta todos
Ios insumes y todos los productos. Este residio se obtiene luego de
imponer el constrefiimiento teérico que la funcién de produccién es
homogénea de primer grado (no existen economiss o deseconomias
de escala). De existir cconomias o deseconomias, éstas aparecerfan
como parte del valor de produckividad. El residuo que se obtiene,
mide entonces los cambios feenoldgicos, las economias o desecono-
mias debidas a escalas de cperacién como también cualquier discre-
pancia entre la realidad v el modelo aqui considerado. Esto incluiria
externalidades, mejoras en los medios de produccioén, mejoras en los
métodos de direccidn de las empresas, el proceso de aprendizaje In-
terno del personal de las mismas debido g 1la experiencia ganada
en la tarea de produccidn ¥ todo otro factor que afecte el resultado
final del proceso 22,

Para obtener el valor residual, la funcién de produccidn toma
la forma

QM =f[t,x1 (B)....... X (B} ] (80)
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donde t, por tlempo, se incluye para gue indigque cambios en la pro-
ductividad. Se presume que £ () tiene las propiedades Al)..... A6).
Tomando la primera derivada con respecto al tiempo, es:

dQ (t)
— = £ [, B X (ty 1 4 (81}
dt
d x (1)
40z It X ty...... x, (1)} —
i=1 at

Debido a gue los camblos en la productividad se incluyen sola-
mente en fi, la tasa de crecimiento de la productividad esta da-

da por

de dx:
1 Q o fi, dt
- . (62)
f Q Q
y, debido a que I () se presume homogénea de primer grado,
n
Q= 3 It X (63)

f=1
Ademads, si se presume existe competencia perfecta en los mer-

cados de insumos y de productos, se puede escribir la expresion an-
terlor como sigue:

dQ dx;
_ oy ——
dInf{ Q i dt
N (54}
dt Q 3 o X
1

integrando entre los periodos 0 ¥ 1, resulta

1

F (1) ;AR Gui (B)
In ——— = — 3 o (b))
PO at o db dt
. QW 3 o it &t/
i
Q (1) A
F (1 Q (0
F 0 dx (1)
g o (1) —— e
( ?n { " \ dt

exp /
\72 T () % ()
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El denominador de esta expresién es el indice Divisia de insumos
N (1)

————, entoneces:
N ()

Q

F (1) Q (0
—_— = (68)
F (0) N (D)

N (D)

El incremento horcentual de la productividad es igual al incre-
mento porcentual del producto en relacién eon ¢l Incremento por-
centual de los insumos. En el caso de una furcién de producelén
de més de un producto, en lugar del cociente Q(1)/QiD) se tiene el
cociente entre los indices Divisia de los productos, de manera que

i dy. {4}
3 it} — 87
/(i e M P
exp | —— o T
F (1) AR R Y YR
F 0y IR -t ¥ £ D e
= ow, (1) e dt
i dt N (D)
exp N
S oo () Rt

1
donde y: es la cantidad del producto i ¥y M es el Indice Divisia de
los productos, De la misma forma que el indice de productividad de
Kendrick |20] es el cociente entre el valor del producto ¥y el valor
de los insumos para €l caso disereto; en el caso continuo, la pro-
ductividad se obtiene como la relacién entre el incremento del in-

dice Divisia de productos y el incrementoc en el indice Divisia de
Insumos.

VI. Aproximaciones al fndice verdadero

La teoria del consumo permite derivar el concepto de indice
verdadero. Como se ha visto anteriormente, la naturaleza ordinal
de la funcién de utilidad hace que sea imposible caleular el valor
de un indice, Sin embargo, lIa misma teoria bermite en ciertos casos
determinar en gqué forma los indices normalmente utilizados en la
bractica se aproximan al indice verdadero,

Si las preferencias son homogéneas (homotébicas para el con-
Junto de consumidores) es posible escribir

eP,a) =491(p ¢ (@ (68)

0 sea, una funcién separable en términos de los niveles de precios
y de cantidades. En el punto 6ptimo,

6 (D) ¢ (@ = PQ (69)
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Si se cuenta con dos observaciones en dos instantes de tiempo
(0 espacios) y el consumidor maximiza su funcidn de utilidad limi-
tada a su ingreso en el cual se considera fijo,

g (po) ¢ (go) = PIQY g (P ¢ (qu) = P1Q? (70
v f (pa) & (o) = PQ? g (p1) ¢ (q1) = P'QO
entonces, se verifica que,
p(PL,PY) g(QL, Q"M = el0 (71)
# (p1) b 1g1)
donde p(PI,P") = ———— ¥y qiQH,Q" = ——-— —
g (po) & (o)
debido a la condicién de homogeneidad, y
el
eld = —— donde (72)
eO

gl = POQO y el == PIQI
Designando por » €l indice de Laspeyres y por an el indice de
Paasche, es facil demostrar que el indice verdadero de precios p{(P1,
P0Y estid limitado por los indices de precios de Paasche y Laspeyres,
y que lo mismo sucede entre el indice verdadero g(Q',Q% ¥ los in-
dlees Paasche y Laspeyres de cantidades:

P11 pPiQU
ap = —— =1 piPL,P = = 1p '13)
PiQt PoQo
riQ! PoQt
g — ——— 7T QLY = — Lg
P1QO poQn

Esto es valido en el case homotético. El indice de Laspeyres
sobrestima el valor del indice verdadero, mientras que el de Paasche

o
lo subestima. En ¢l ¢s-9 gencial si la funicén de utilidad @ se
estima en el periodo inicial, se veritica que:
e (P1,Q%
p(PT . P QPN = ——— = AD (74)
e (P0,Q%)
y, st la funcién de utilidad es la del periode final, es
e (P2, QL)
p(PI, P Q) = —— = ap (73)
e (P1 Q1) ~
y, debido a la relacién entre los indices de Laspeyres y Paasche,
el
AD aQ = — = .q P (716}
el

se puede escriblr que,
q(QL,Q0 ;P =1 q ¢
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para los precios del periodo imlcial, ¥, que
q(QH,Q;Pl) = =agq (78)

parsa los precios del periodo final. Lo gue no puede determinarse es
si, en el caso general, el indice verdadero estd limitado por los dos
extremos. El indice verdadero se encuentrg entre 7. y a solamente en
el caso homotético. En el caso general, no existen limites dobles,
pudiendo establecerse solamente limites simples como lo indican las
expresiones (74), (75), (T7) y (78) mAas arriba.

En la teoria de produccion, también puede demostrarse la exis-
tencia de limites dobles entre el Indice verdadero el de Laspeyres ¥
Paasche para el caso homotético, excepto que los signos estan inter-
cambiados con respecto a la teoria del consumo; el indice de Las-
peyres subestima v el de Paasche sobrestima al indice verdadero.

YIXO YIX?
Ly = — 22 y(YL YY) —ony (79)
YoXo Yox1
Yox1 YIixX1
AX = = o(XL, R0y Y e s oaX
YOXU vIXu

En el caso general no hometético, no existen limites dobles sino
simples, como sigue:

X1Xo
y(Yr, yo, Xo) = - = Ay (80)
T oyoyo
YiX!
oY, Yo, X1y = = ay
Yox1
X1yo
x(X1, X0 ,¥ = - = LX
o XoYu
X1yl
X (X1, X0 Y1) =7 = X
Hoy!

Cuando el parametro tecnologice b cambia, produce expansio-
nes o contracciones de la FP las gque deberian sger indicadas por el
indice de cantidades. En el caso homotético, ¥ debide 2 que las FP
no pueden cruzarse para variaciones en b, el indice de cantidades
siempre indicaria los cambios en la FP, el cual es exacto para este
cambio. En el caso no homotético, existe siempre la posibilidad que
las FP se crucen en algun punto, ¥ en este caso, el indice de canti-
dades puede errar en gran medida si se usaran los precios del pe-
riodo inicial o los del periodo {final.

81k x> 1, esto indica que x(X!, X7 ¥9) > 1y, por lo tanto, se
sabe que la FP en la situacidn 1 se encuentra hacia afuera de Xo.
También, si & x <« 1, entonces x(X', XV; ¥Y') « 1y la FP en la
situacidon 0 se encuentra fuera de X!, Lo gue no puede determinarse
es si una de las FP se encuenfra fuera de la otra en todos sus puntos.
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Puede suceder que, simultdneamente, .. « << 1 ¥ 7= > 1. En este
caso, nada se puede decir sobre la direccién de cambio de la FP. Por
supuesto, esto no puede suceder en el caso homotético pero, en ge-
neral, debido a que los indices % y = solamente tienen limite simple
con respecto al indice verdadero, nada se puede inferir sobre « X &
partir de 2 ¥ > 1 0 a cerca de L X sabiendo que n» X < L

Los indices de Palgrave v el Ideal de Fisher, también se encuen-
tran dentro del intervalo delimitado por les indices de Paasche y
Laspeyres en el caso homotético. El indice Ideal es el promedio geo-
métrico de los limites del intervalo

Gopap)/e v (hgmnq)i/2 (81)
El indice de Palgrave es menor o igual gue el indice de Laspeyres

2 (8i0/8iL) ol =i ¥ ol (81M/8iN) {82y
i i1 i

debido a la correspondencia entre el promedio aritmetico y €l pro-
medio geométrico de una serie de niumeros positives. Por la demos-
traclon, véase Afriat [1].

Se puede analizar una situacién particular del caso general
cuando el nivel de utilidad permanece constante, o sea, cuando
u(@ly = u(Qv}. Como es evidente por la definicién, el indice de
cantidades para este ecaso es g=1 y el indice de precios se conoce
exaciamente como ei/en; el cociente entre los gastos en el periodo
inicial ¥ final.

Como es aparente, un promedio, cualquiera sea su naturalezs,
entre los indices de Laspeyres y Paasche, se aprogima al indice ver-
dadero en el caso homotético, Samuelson |23| demosird que esta pre-
suncién es valida y establecié el Teorema de Exactitud, el cual de-
muestra que en el caso homotético cualquier promedio simétrico
entre » ¥ n aproxima el indice verdadero hasta un orden de apro-
ximacion de tercer grado. Por ejemplo, el indice Ideal aproxima al
indice verdadero con un residuo de la forma

D (Ql) 1/2
_— — Ap @ = O 4e 0 e20 &% r (¢) (83}
p QD)

donde r(e) adquiere un valor finito para e = 0.

Se ha mencionado con anterloridad que existe un gran nGmero
de funciones de utilidad o funciones de produecién (llamadas de
ahora en mas funciones agregativas) las cuales tienen un indice
exacto, Byushgens (1925), Konyus y Byushgens ¢1926), Frisch (1936},
Wald (1939), Pollack (1971) y finalmente Afriat (1872) han demos-
trado que si la funcion de agregacion es de Ia forma cuadratica

1/ n n 1/2
f(x) = (x'Ax) = (2 S X5 2 Xk ) (ot
ik

donde a;x = 8,
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el indice Ideal de cantidades es exacto para ella, no sea, se veri-
fica que,

f(x)
— = gl (P?, P, X°, X'} (85)
T (x0)
Entonces, normalizando al periodo inicial haciendo £(x°) = 1, el

indice ideal de cantidades tiene exactamente el valor de f(x) =
través del tiempo. Konyus y Byuschgens (1926) proporcionan otro
ejemplo de namero indice exacto para una funcion de agregacidén
del tipo Cobb-Douglas. El indice exacto para esta funcidn es el in-
dice de cantidades geoméirico.

() n Xt B4
(8%

f (x%) =1 xi®

De manera similar, Diewert |9 demuestra que el indice de can-
tidades propuesto por Tornqvist-Theil,

fix') n x.1. 145 (81l - 8Sno)
—_— = (—) = q.(po,pP’, X°,X) (8D
f (x9) i=1 %o

n

es exacto para una funclén translogaritmica homogénea de la forma

NN
In f(x} —~ o -~ X « In x. 4% 23 v In X 10 X (83)

donde Tuo= v = v, VS yx=0para j=1,2, ...... N

Este indice corresponde también al indice N© 124 de Fisher y ha
sido usado como aproximacion directa al indiece de Divisia por Chris-
tensen y Jorgenson y, en el contexto de productividad, por Star y
Hall. El indice de precios correspondiente a este indice de cantida-
des puede hallarse como aquel gque satisface la prueba de inversion
de factores,

~ P X
PR = ——m (39
P, X° .

El argumento empleado mAs arrlba puede repetirse para una

funcidn de costo unitaria iranslogaritmica

Ed

o A
Ine®) = . 4 X o o Pu -+ % 3% v ln p, In po (9
nool .k
Noox = 2 N @
donde Y oo =1, vk = vg ¥ I vix=10 para j =1,2, ... N
n—_1 Lol

El indice exacto para esta funcion es el indice N© 123 de Fisher

¢ (pt) N Pnl ~ 1% (8n' L 8n%)
L s — p. (B9, PJ, X°, X1)
c (p°) =1 Pn® _

(81)
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El indice de cantidades correspondiente ‘a'., puede enconirarse
por medio de la prueba de inversion de factores.

Theil (1968) y Kloeck (1967) generalizaron la funcién de agre-
gaclon para los indices p. ¥ ¢. para un caso que no requiera la ho-
mogeneidad de la funcién translogaritmica. Considérese una funcién
f(x) gue satisfaga las condiciones Al)...AB). Definase la funcidn
de costo total por

C(u; p) = min, [ PX: f(x) = u; x = On} (92)

y la funcion de utiildad indirecta por
g(P/Y¥) = max [f(x): PX =y X > On} (93)

donde On es un vector de ceros. El indice del costo de vida verda-
dero evaluado sl nivel de utilidad U se define como

p (P9, PL, ) = C(u, P1)/C(u° P) (54)

y el indice de cantidades de Thell evaluado a precios P se define como
qc (P; u°, ul} = C(ul; P)/C(u; P (85}

St la funcién de costos es de la forma translogaritmica general

* Noo* N N *
mMCewP) = a+ = oo lnp+% 3 3 yalnpIn g
izt k=1

i=1
* * N
4 B In ute(In ul? +k§1 & Inuln p (96)

* * - * *
donde = . == Lvx = v, 3 ¥u = Opara j=1,2, .. Ny Ze =0
de manera que C(u; P) es homogénea de primer grado en los pre-
elos, sucede que el indice p. es exacto para esta funcidn, o sea se
cumple que

C (u*;, P)
p. (P?, P, X0, X)) = — 97
C (u*; P9
donde u* = (u® u!)% y p, esta definido més arriba.

Se puede también proveer de justificacién para el indice de
cantidades ¢. en el contexto de una funcién de agregacidn la cual
no sea necesarlamente homogénea. Dada una funcién de agrega-
cion £() v una cantidad u = fi{x), definase como funcién de dis-
tancia a la expresiéon

x
D(u; X) = max [K: f(—) = u] (98)
k
Usando el lenguafe de la teoria del consumo, la funcién de dis-

tancia indica la proporcién en gue uno tiene gue deflaclonar (o
inflacionar) el vector del consumo X de manera de obtener un
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punto sobre la superficle de utilidad Indicada por u. Si la funcién
de agregacion es de la forma

N N N
ImD (L, XY = . - £ ¢ N+ 3 3 ynlnx 4+

i1 f=1k=1

. |
+Bflmutpinuwez 4 3 elnulnx (99)
i=1

donde 2 o, =Ly =vis, Syn==0 parai=12 ... Nyze =0,
puede demostrarse que el indice de cantidades de Malmguist es
exacto para esta funcion, o sea

D (u; X1)
= (X° X1 U) = e (100)
D {u; X9
¥ tamblén que
D (u*, X
qO (PO’ Pl, XO’ Xl) = mr— q:n (XO, Xl, u.) (101)
D (u*, X0)
donde u* = (u® ul)i% y q. se dzfinid anteriormente.

Estos mismos indices pueden ufilizarse en el contexto de la me-
dida de productividad. Astimase que en equillbrio, la totalidad de
Ios insumos iguala la totalidad de los productos

gy) = f(x) (102)
donde y es el vector de productos y x el vector de insumos, ¥ las
funciones gi(y) y f{x) son homogéneas de primer grado. Para pre-
cigs de Insumes W oy Om ¥ de produeios » o On vdonde Om ¥ On
son vectores de ceros con dimensién M y N respectivamente) y para
r = 0,1 donde r es el pericdo de tlempo considerado, maximizando
el beneficio econdémico

Max.,, [ woy — p%u: gily) = f(x* ] (103)

se obtlene el vector solucién y°, Om ¥y %°y On para el periodo ini-
clal. Maximizando el beneficio econdmico en el segundo periodo

Mazx., { wiy — pix: g(¥) = {1+ 1) £(x)} (1)

Se obtlene y1 3, Om y %!, On donde (1-}-7) es una medida del cam-
bio tecnoldgico neutro {en el sentido de Hicks). En el punto 6ptimo
se verifica que

g% =1 g = (147} £(x1) (105)

Puede también demostrarse que yry, Om es la solucién de la mini-
mizacién de Insumos

min, {g(y): wry = wiy,y == Omj] parar = 01 {108)
de manera que
g(yl) M

= n (yU/y°)% (wl yt/wl yl._| woyo/woy®) (107)
g(yo) m=1 m m m m m m
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y que x*y, On es la solucién de la maximizacién de productos
max: {fx): pr.x=p . X, Xz 0On} parar = 0,1 (108)
Sustituyende Qo y ¢ ) en la expresién

gyL) 1(x1)
—_— =l 4 7)) — (109)
g(y®) f(x)

se obtlene el indice de camblo tecnolégico

NE ke

(y1/y®) % (wl yu/wt  y1-} woy°/woyo)
m=1 m m m m m m

(x1/x9) % (pl x1/pix! 4. p® x%/pox°)
n n pa3 n

1 n n

==

n

Debe tenerse en cuenta que esta medida de productividad es
consistente con una funcién de agregacién si la funcién de frans-
formacién pudiera ser representada por una funeién translogarit-
mica homogénes.

Parte de la investizacién de los nimeros indices ha, sln embar-
go, seguido otros delineamientos. Esto se relaciona con una categoria
general de expresiones conocidas en la literatura mateméatica bajo
el nombre de promedio quadratico de orden r representado por la
slguiente expresion

- N . —
.(x) =| = 3 &y XT/2 R/ Ur (111)
i=1 j=1

La funcién f(x) es homogénea, a;, = a;, 1==1, J=N son para-
metros, v el dominio de definicion de la funecién se restringe a x(x,
b.C T X.) , On de manera que 3 3 2. X/2 X,7/2 >0y f. sea con-
cava. Esta forma se debe a MeCarthy (1967), Kidlyala (1971-72}),
Denny (1972, 1974) y Hasenkamp (1973).

8ir =1 la expresién se reduce a una forma lineal generalizada,
v sl todos los a,; = 0 para 1 =£ j, se reduce a la forma funcional de
1z funcién de produccién con elasticidades de substituciéon constan-
te de Arrow, Chenery, Minhas y Solow (1961).

8i r =2 se reduce a la expresibn cuadratica homogénea (x'
Ax)3% de Konyus-Byushgens,

El limite de la funcién para r——>0 es la funcién translogarit-
mica homogénea.

Dada la generalidad de £.(x), se puede ahora repetir el anailisls
anterior, es decir, definir indices exactos para ciertas formas par-
tienlares de la funcién. Por ejemplo, se puede construir un indlce
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de cantidades para un promedio quadritico de orden r, para X%, 0n,
X1y On, p°>0, pl>0 ¥ para r=~0 como

' 1/r

M

| S @YEO)YE (p® XO/p0 x0)
=1 101 . 1 (112)

Q@ (p% pl, %9 x1) =

M~

(xo/x1)r/z (pl x1/pl x1)
k=1 k& kE k

y también encontrar el indice de precios implicito para este indice
de cantidades, como

~ pt x1
P (p° pt, %%, x1) = ———— . (113)
p° xX° Q.
De manera similar, para 1a funcién de costo unitaric de la for-
ma de promedio quadritico de orden r=£0

T 1/t

X N s
¢ (p) = 3 by piv/2 pyr/2 by = by, r=£0 (114)
i=1j=1
se puede definir el indice de precios
[ N ] 1/t
3 {pY/p=/2 (pox9/p® x9)
P: (DD, pl, x°, %1} = 1?11 i 1 i1 (115)

2 (po/plys/2 {(plxl/pl x1)
= k k k k

¥ hallarse el indice de cantidades implicito Qr.

Una de las principales ventajas de esta funcién es que puede
proveer una aproximacién de segundo grado a cualguier funcidn
positiva, homogénea de primer grado, con derivadas primeras y se-
gundas continuas definida en el espacio positivo de comodidades,
¥ que el indice

o~ f. (x1)
Q: (p° pt, X0, %) = _f_TB_)_ (118
r X

es exacto para dicha funcidén, para r=40. Se pueden hallar resulta-

dos similares para P, P": Q.. En el caso en que r = 2 se iiene la
igualdad

Ps 52 =P Q (117

Entonces, el promedio cuadratico de orden r=~0 tiene un econ-
junto de indices exactos, y para diferentes valores de r, pueden
obtenerse otros conjuntos de indices exactos.

Desde el punto de vista practieo, y teniendo en cuenta que 1z
mayoria de los indices mas arrlba mencicnados se hallan amplia-
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mente difundidos en su uso, seria conveniente examinar en esta
Gltima parte la comparacion entre varios de ellos. Diewert (1976)
ha completado el analisis de Fisher con la adopcion de algunos de
los indices mas modernos para una serie de datos de precios y can-
tidades. Estos datos se refieren a la economia norteamericana entre
los afios 1913 y 1918, y corresponden a un periodo de gran fluctua-
elén de precios. Este periodo ha sido expresamente elegido por sus
caracteristicas de variacién y es de esperarse gue la divergencia
entre el valor de los diferentes indices sea algo mas reducida en
periodos en que las oscilaciones sean més normales.

TABLA 1

Comparacién de algunos precios indices

Precio

Indice 1913 1914 1915 1916 1917 1918
Paasche 100 100.30 100.10 114.40 161.10 177.40
Laspeyres 100 99.90 99.70 114.10 162.10¢ 177,90
P, 100 100.16 99.90 113.80 162.10 177.80
I.;": 100 100.16 99.85 114.25 161.74 178.16
;1 160 100.13 99.89 114.20 161.70 177.83
P1 100 100.12 59.90 114 24 161.73 177.78
P; 100 100.12 59.89 114.21 161.58 177.65

Como puede observarse, la comparacién entre uno u otro indice
es satisfactoria en la mayoria de los casos. Por un lado debe tenerse
en cuenta que existen errores propios en la coleccidn de datos, lo
cual pueden no garantizar el uso de una férmula més refinada. Por
otra parte, los trabajos empiricos son frecuentemente restringidos
en cuanto al costo de computacién y simplicidad del indice, Esto
hace gue deba tolerarse un error por parte del indice mismo el cual
se agregaria al error enddgeno de los datos. Debe aclararse agul
que el error ne esta definido como el error porcentual entre el indice
usado y el verdadero, sino a la discrepancia entre el producto de un
indice de precios y uno de cantidades en dos situaciones diferentes
con respecto al cociente entre los gastos en ambos periodos. O sea,
se impone de antemano la condicién sobre la cual se define el error
para luego evaluar el mismo.

Stgulendo este criterio, se puede calcular el error para férmulas
de indices. Por ejemplo, el Indice Ideal de Fisher proporciona un
valor con un error estimado del orden de 1 en 10.0060 (9,01%). Como
se ha mencionado anteriormente, podria prefinirse un indice no tan
“precise” pero gue fuere méas simple de computar. En este caso, se
puede utilizar, para precios, el indice agregativo con ponderacion
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cruzada aritmética, el eual es una transformacién del propuesto por
Edgeworth y cuya expresién es

3 (go -+ q1) P (118)
s (4. +q0) P,

Este indice no difiere apreciablemente del indice Ideal, y tiene
un error del orden de un cuarte de uno porciento (0,25%). Si no se
cuenta con suficiente informacion para el indice Ideal o el de Ed-
geworth, los indices de Laspeyres o Paasche proporcionan una buena
aproximaecioén, generalmente del orden del 1% de error.

Los indices obtenidos a partir de la formulacion cuadritica de
orden r==0 para r = 1, o sea para la expresion de P y los indices

designados como 'I"'.] ¥ P, producen series que, en general se encuen-
tran entre aquellas obtenidas por los indices de Paasche y Laspeyres,
¥ se aproximan al indice Ideal (P:) en un grado considerable con
un error menor que el 1%.

Es importante conceder que el término “error” estd relacionado
con una condicidn, que si bien deseable, es arbitraria. En otras pa-
labras, debido a la naturaleza ordinal de los indices, el término
“error” no tiene validez real. Por las mismas razones, podria impo-
nerse otra condicién bésica para definir el término, y obtener resul-
tados diferentes. Debido a esto, lo antedicho no debe tomarse con
sentido liferal, en el entendimiento gue no constituye en si mismo
la dltima palabra del tema, sino como una relacion empirica que
brinda cierta informacién sobre los costos y beneficios entre costos
de computacién y lo que aqui se denomina “error” del indice.
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UNA FORMULACION COMPACTA DE LA TEORIA
DE LOS NUMEROS INDICES

RESUMEN

Se presenta en forma resumida el origen de los nimeros indi-
ces tanto de precios como de cantidades y la extension moderna
incorporando la teoria del consumo y la teoria de producecién. Estan
incluidos la mayoria de los indices discretos como asi también al-
gunas versiones del indice continuo de Divisia. El tema de las prue-
bas de Fisher v de la teoria de aproximaclones es analizado en
detalle, ¥y se presentan algunos ejemplos de indices exactos para
funciones de apregacién usuales.

Como complemento empirico, se ha realizado una comparacion
entre varias formulas de indices de precios para determinar el com-
portamientoc relative en una situaeién caracterizada por cambios
bruscos de precios.

A BRIEF SURVEY OF INDEX NUMBERS THEORY
SUMMARY

Presents a compact formulation of the origins of index numbers
for prices and quantities, as well as its modern extension incorpo-
rating consumption gnd production theory. Included are most dis-
crate indexes and some versions of the continous Divisla index. The
subject of Fisher’s tests and the theory of approximations is ana-
Iysed in detail and examples are given of indexes exact for cerfain
common forms of the aggregation function.

As an empirical complement, and to determine their relative
merits, a comparison of several index number formulae is included
calculated for a period characterized by large price varlations.





