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CRITERIOS DE DESARROLLO ECONOMICO OPTIMO
ROLF R. MANTEL’
I. Introduccion

En la lteratura sobre desarrollo economico es frecuente hallar el
concepto de crecimiento oOptimo. Estas ideas se reflejan en las
recomendaciones, al gobierno sobre medidas de politica econémica aunque no
hay acuerdo entre los economistas sobre los criterios a adoptarse. La dificultad
es mherente a la naturaleza del problema.

Comparaciones intertemporales de satisfaccion son comparaciones de

naturaleza politica ¢ ética, no economica.
Hay quienes propician la solucion liberal, con respeto absoluto por las
decisiones espontaneas de los ahorristas individuales mientras que los otros
consideran que el balance entre los intereses de las distintas generaciones es un
problema politico o ético en el cual la solucion de mercado no tiene ventajas “a
priori” sobre las demas. En este sentido autores como Harrod y Ramsev
insisten en que el bienestar de todas las generaciones debe pesar en toda
consideracion ética’.

En el mundo contemporaneo el estado tiene enorme gravitacién sobre la
economia de un pais, por lo cual es imposible exigir que su comportamiento sea
“neutral” en el sentido liberal. La soluciones practicas al problema son
variadas, teniéndose en un extremo la solucién colectivista en la cual las
preferencias intertemporales del Estado sustituyen a las individuales, y por el
otro un programa de Gobiemo liberado mas o menos al azar, en respuesta a
necesidades fiscales.

En los paises democraticos, la accion del gobiemo esta dada por la
decisién de la mayoria, de modo que las preferencias intertemporales del Estado
tienden a comcidir con las de la poblacién, so pena de perder el voto en los

" Doctorade cn Economia en la Universidad de Yale, Estados Unides; Director del Centro de
Investigaciones del Instituto Torcuate Di Tella; Profesor Titular de Teoria Economica en ia
Pontificia Univercidad Catolica Santa Maria de los Buenos Aires.

' Koopmans, Tjalling C., “On the Coneept of Optimal Economic Growth™, en The Econometric
Approach to Development Planning, Pontificae Academiae Scientiarum Scripta Varia N® 2§,
Amsterdam, 1565, analiza con detalle estas distintas posiciones.
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proximos comicios. Es de suponer que en estos casos una direccion consistente
puede eliminar las deficiencias del sistema de mercado, complementandolo
donde sea necesario acercar la tasa de ahorro a la deseada por el gobiemo, en
representacion de los gobernados.

El proposito del presente trabajo es analizar las consecuencias de
algunos criterios de optimizacién que han sido propuestos, por lo cual puede
considerarsele como una continuacion de los trabajos de RAMSEY®
TINBERGEN? y KOOPMANS®. La razon de esta exploracion, de acuerdo con el
ultimo autor, reside en el hecho que el problema de desarrollo optimo es
demasiado complicado como para seleccionar un criterio antes de conocer los
resultados de su aplicacién. L.a misidon del economista consiste entonces en
presentar varios programas de desarrollo correspondientes a criterios de optimo
distintos, a fin de que luego pueda procederse a la seleccion politica o ética.

El presente analisis se efectuara en términos agregados, de modo de
enfocar la atencion sobre el probiema de la distribucion intertemporal de
ingresos; quedaran marginados los problemas de la distribucion de los ingresos
entre individuos de una misma generacion, pertenezcan © No a uNa Misma region
economica del pais en desarrollo. Por lo tanto, las soluciones que obtendremos
seran aplicables a economias de distinto grado de colectivizacion; suponiendo
que hay mercados perfectos para los bienes de consumo e inversion, tanto
presentes como futuros, las diferencias en los programas resultantes se deben a
diferencias en el criterio de optimo, o, como diremos mas adelante, en la tasa de
preferencia intertemporal.

En primer lugar formalizaremos la nocion de preferencias sobre planes
de consumo, para luego analizar como se comporta una economia con recursos
y tecnologia conocidos cuando se le aplican diversos criterios de desarrollo
optimo.

? Ramsey, Frank P. “A Matechamtical Theory of Saving”, Economic Journal, Diciembre 1962.

* Timbergen, Jan, “Optimum Savings and Utility Maximization Over Time”, Econometrica,
Abril 1960

"Koopmans. Tialling C,~On The Coneept of Optimal Economic Growth”, op. cit.



CRITERIOS DE DIESARROLLO ECONOMICO OPTIMO 25

I1. La funcion de bienestar social

A fin de poder opinar si un programa de desarrollo es aceptable o no, es
necesario poseer una regla que permita decidir cuando un programa es superior
a otro, o cuando es indiferente. En otras palabras, tiene que ser posible ordenar
los distintos programas, asignandoles algin valor que indique el lugar que les
corresponde dentro del ordenamiento de preferencias. Esto significa que habra
alguna funcion de utilidad # | de modo que si x es un programa de desarrollo,
w (x) representa el lugar que le corresponde segun las preferencias. La funcién

W . cuando se refiere a una medida de satisfaccion de la comunidad, recibe el
nombre de funcion de bienestar.

Como el fin dltimo, de la actividad econémica es el consumo, los
programas de desarrollo se juzgan en general por el programa de consume que
contienen.

Con algunas excepciones que conviene notar en ciertos criterios
parciales, que se refieren a programas de duracion limitada en los cuales el
horizonte de planeacion es un intervalo dado, se excluyen entre las variables que
intervienen en la funcion de bienestar los bienes de capital que deben quedar al
final del periodo. Estos son sustitutos del concepto econdmico que los subyace:
la utilidad indirecta proporcionada por un mayor nivel de consumo posible
después del horizonte del programa, debido a una mayor existencia de bienes de
capital.

Del mismo modo, nadie podra afirmar que una mayor tasa de
crecimiento del consumo, del ingreso o del capital, de por si signifiquen un
mayor bienestar para ia poblacion (en el caso ultimo, a corto plazo mas bien lo
contrario). Estos conceptos resumen, en forma vaga e imprecisa la idea de que
mayor riqueza ayuda a una satisfaccion mayor; pero en todos los casos, la
verdadera medida de satisfaccion debera tener en cuenta los niveles de consumo
de todas las generaciones presentes y futuras.

De acuerdo con lo antedicho el argumento x de la funcion de bienestar
debera interpretarse como un programa de consumo por habitante: para cada
instante / > 0, donde =0 representa el presente, habra una tasa de consumo por
habitante x(¢). La utilidad de este consumo la representaremos con ufx (1))
indicando la satisfaccion que la generacion t-ésima deriva de este consumo.
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Sea r(x(1)) la tasa instantanea de preferencia temporal, que suponemos
depende de la tasa de consumo por habitante. Por definicion, esta tasa mide los
téerminos a que se estaria dispuesto a sacrificar consumo en el instante ¢ a
cambio de un aumento del mismo en un momento posterior ¢, de modo que el
bienestar quede inalterado. En otros términos, una reduccion en la utilidad del
instante / en una unidad, debe compensarse con un mcremento en la utilidad del
instante  "de 1+ (1" - 1) rix (t)).

Con estas definiciones, podemos escribir la funcion de bienestar social
como

— w - rf‘(_.\f(.f))d.!‘
()= [ X
a
La forma bajo la cual se encuentra esta funcion en la literatura difiere
en la forma de la funcion r que uswalmente se considera independiente del
programa, es decir, r es constante.
Introduzcamos la defimcion

W)= e P

que como puede notarse si se compara esta expresion con la anterior representa
la satisfaccton que se deriva del programa x adelantado por un periodo de
longitud /, despreciando la parte del programa correspondiente al intervalo
micial. Derivando con respecto a 7, puede verificarse que resulta la ecuacion
diferencial, en la cual hemos suprimido el argumento ¢ de todas las funciones
como haremos en los sucesivo cuando no haya posibilidad de confusion:

a;{_}/{Vg r(:c)W—u(x) (1)

de modo que conociendo una solucién de esta ecuacion podemos obtener la
utilidad del programa completo notando que W(x):W (O) Esta ecuacion
diferencial puede interpretarse como sigue: el aumento del bienestar social
dW (t)
dt
del nivel de bienestar alcanzado (#(1)) y del consumo correspondiente al primer
periodo (x(#)), sacrificado al efectuar el adelanto. Por lo tanto se ganaran
“Intereses” por el monto de x W ya que el programa estara sujeto a "descuento™

proporcionado por un adelanto del programa por un periodo, depende
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a la tasa » por un periodo menor, y se perdera la utilidad del consumo, u. El
resultado neto, indicado por la ecuacion (1), nos indicara si conviene ¢ no
adelantar el programa.

La ecuacion diferencial (1) es un caso especial de una formulacion mas general
de W(x), que para el caso en que f toma solo valores discretos ha sido
desarrollada por KOOPMANS', y para t continua por el autor®. En este trabajo
nos limitaremos a la formulacion presentada, por ser de mas facil interpretacion
y permitir suficiente flexibilidad.

HI. La Tecnologia

A fin de determmar las posibilidades abiertas ante el pais en
crecimiento, fijaremos los siguientes supuestos sobre las posibilidades de
CONSUMo.

La poblacion P crece a una tasa constante A, de modo que, én un
instante / dado tenemos

P(e)=e¢” P(0)
Si L(t) es la poblacion activa v m la tasa de participacion de la
poblacidon en la fuerza de trabajo,

L) = e*mP(0)
K(1) representa el stock de capital empleado en la produccién, que supondremos

sujeto a una tasa de desgaste constante 3, de modo que & K(#) es la inversion
necesaria para mantener intacto el equipo de capital. Por lo tanto, la preduccion

Yit) debera cubrnir la inversién neta %K (I) el consumo total X7t} v la
t
reposicion de equipos, es decir
d
Y(t):X(t)JraK(f)ﬂ)‘K(r)

Suponemos que Y(7) se produce utilizando capital y trabajo, por medio
de una funcion de produccion que cumple con los requisitos usuales de

g Koopmans, Tjalling C., “Stationary Ordinal Utility and Impatience”, Fconometrica, Abril
1960,
® Mantel, Rolf R., “Sobre la tasa de Preferencia Temporal”, Trabaje no publicado.
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rendimientos constantes a escala y tasa marginal de sustitucion entre factores
decreciente. También supondremos que ambos factores son mdispensables para
la produccion. Esta relacion puede escribirse como

Y(e)= F(K(r). L))
_ p()A KO
- O )
= P(t) /(1))
donde kf1)= K1t} . P(t) es la relacion capital por habitante.

Si definimos a x(1) = X1} ' P(t) como consumo por habitante, podemos
resummir estas ecuaciones en la siguiente

% k= flk)-(A+8k—x )
recordando que
dg :i(fcp): P viip
dt dt dt

La relacion (2) nos indica c¢omo el producto por habitante una vez
deducida la inversion necesaria para reponer el equipo v para mantener intacta
la relacion capital por habitante, se distribuye entre consumo e inversion (en el
sentido de incremento de capital por habitante).

IV. Condiciones para un Optimo Social

Estamos ahora preparados para formular nuestro problema de
optimizacién,

Dada la dotacién inicial de recursos, bajo la forma de relacion capital
por habitante,

k() — ko

debemos maximizar la utilidad W (0) del programa de consumo, dada por la
ecuacion diferencial (1), hallando el programa que satisfaga la relacion (2) y
ofrezca el mayor bienestar social.

Las condiciones que debe cumplir un programa optimo pueden
obtenerse como una aplicacion directa del principio del maximo de
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PONTRYAGIN' pero en nuestro caso es quiza mas instructivo, desde el punto de
vista economico, el razonamiento de KEYNES para el problema de RAMSEY
para el caso de una tasa de preferencia temporal idénticamente nula.®

Supéngase que el programa x (7), { = 0 sea optimo. De la ecuacion {2)
podemos deducir la correspondiente relacion capital por habitante & (2), 7 = 0,
conoctendo k(0) = ky. Veamos qué sucede si modificamos el programa no
mvertiendo durante un afio, dedicando los bienes asi liberados al consume. La
consecuencia sera que acumularemos capital mas lentamente, ya que llegaremos
al stock de capital que habriamos obtenido al final del afio recién al final del afio
siguiente, por lo cual deberemos aplazar todo nuestro programa de consumo ¢n
un afio. Como el programa es optimo esta pérdida de bienestar debe compensar
el beneficio obtenido por consumir mas durante ese afio.

- . aw
La pérdida por atrasar el programa en un afio es 7; por otra parte,
t

el beneficio que derivamos de un consumo mayor esta medido por la utilidad
marginal # (x)-W r (x) por cada unidad en que aumenta el nivel de consumo ya
que una unidad mas de consumo significa un aumento en la utilidad instantanea
y medido por la utilidad # ', v una disminucién de bienestar debida al aumento
en la tasa de preferencia r, dada por el valor del resto del programa W

. . dk .
multiplicado por el cambio en la tasa | »; por lo tanto para = unidades mas
t

consumidas, el beneficio sera

dk _dW
)= Wr = _'7
) () =

dw  dk
Reemplazando ot d—por sus valores dados por las ecuaciones (1) v (2)
¢ !

Wr(x)— u(x)+ [ (x) - o Ol &) (n+8)k —xj=0 (3)

Puede verificarse que para formas que pueden considerarse normales
para las funciones » y u, es decir, la primera convexa y la segunda concava

" Pontryagin, ..S., V.G. Boltvanskii, B.V. Gamkrelidze, y I.F. Mischenko, The Mathematical
Theory of Optimal Process, New York, 1962.
¥ Ramsey. op.cit.
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(utilidad marginal decreciente), la ecuacion (3) es equivalente a la afirmacion
que para cada instante 7, la tasa de consumo x(#) minimiza la expresion

2w (), xr) () %) =
W) = nlee)+ [ () (e )= o (el DI LA Gk D) = (1 + )k (r) - ]

Para Writ, x(1), y (1} dados.
V. Propiedades de un Programa de Consumeo ()ptimo

El sistema formado por las tres ecuaciones (1), (2) y (3), junto con la
condicion incial £() — k, permite hallar los valores de Wr1). x(1) vy k(1) en cada
instante. Para el muy largo plazo la solucion tiende a un punto W*, x* k*

correspondiente a una solucion estacionaria del sistema, es decir
o

W =0=W*r(x*)—ulx*) 4
dt ‘
d
—k*=0=glhk*})-x* 5
w glk*)—x (5)

La tercera ecuacion necesaria para determinar el sistema se obtiene
derivando la ecuacion (3) con respecto a ¢, proporcionando

d W' (x)-wr'(x)
B AT AT
dt Wr'(x)—u'"{x)
£y~ (n+8)— r(x) - r (N f(h)— (0 + 8)k — x))] (6)
de modo que la solucion estacionaria nos dara, junto con (5),
O0=g'(k*)-r(x*) @
L _ dx
Como puede observarse en la ecuacién (6), el signo de T no depende del valor
dt

de W, ya que la fraccion que aparece del miembro derecho de la igualdad es
siempre positiva (el numerador representa la utilidad marginal, mientras que en
el denominador W'y r* son siempre positivas, y #”’ es negativa).
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Por lo tanto, puede estudiarse el comportamiento cualitativo del sistema

. . e W dk
en base a las dos ecuaciones (2) y (6); la ecuacion (3) indica que: L?yi?

tienen siempre el mismo signo, es decir el bienestar de las generaciones futuras
aumenta o disminuye segun aumente o disminuya el capital por habitante.

Analicemos ahora las formas que pueden tomar las funciones que
intervienen en el problema. En primer lugar, tenemos la tasa de preferencia
temporal r(x). La forma normal de la misma es la presentada en el grafico (1)
decreciente para niveles bajos de consumo vy creciente luego (aunque esta rama
creciente puede estar ausente), a un ritmo creciente.

Grifico N° 1

Fx




32 LECONOMICA

La justificacion de la rama descendente fue dada por Irving Fisher”: una
persona pobre esta dispuesta a prometer una compensacion futura mucho mas
alta por un consumo presente que un individuo de ingresos altos.

La funcion de produccion /%), tendra la forma del grafico 2,

Grafico N° 2

f k)

(A~8)k

de modo que una vez deducida la inversion necesaria para mantener intacto el
capital por habitante, obtendremos las posibilidades de consumo o incremento
en el capital por habitante del grafico 3, como diferencia entre f{k) y la recta
{A+3)k. Notese que si A+ es positivo, esta recta cortara a ffk) en algin punto

k de modo que la curva del grafico 3 se hara negativa a partir de entonces.

Notese que presenta un maximo en el punto £ ; como a la derecha de
este punto, el producto marginal del capital es nsuficiente para mantener
intacto el capital por habitante, ninguna solucion optimo se colocara en esta

parte de la curva, excepto en el caso que la dotacion inicial ko exceda £ .

® Fisher, Irving, The Theorv of Interest, 1930).
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Griafico N° 3

fj-(A+8)k

O £ F

A fin de poder resolver el sistema formado por las ecuaciones
diferenciales (1), (2) y (6), para obtener las trayectorias optimas de las
variables debemos combinar los graficos (1} y (3). Para ello notamos que (6)

puede ser reemplazada, cuando % =0, por
hlk.x)= £ (k)~(2+8)—r(x)-r () k) - (A + Sk -x]=0 (8)

donde Afk.x), como hiciéramos notar anteriormente, nos proporciona el signo de

dx ., . .
—. La ecuacion (8) puede ser representada en el grafico 4, junto con

at
f(k)“(l*fi)*k—x:0,obtenida de (2) para %;E:O'

Pueden presentarse distintos casos; el producto marginal del capital no
puede exceder siempre la tasa de preferencia temporal, ya que llega un
momento en que el primero se anula, mientras que la segunda nunca es
negativa. En cambio es posible que la tasa de preferencia temporal exceda



4 ECONOMICA

siempre al producto marginal del capital. Esto significa que el grado de
impaciencia es tan elevado que la sociedad consume todo su capital.

Estas consideraciones nos permiten hallar la forma general de las
regiones definidas por la ecuacion (8).

Grafico N° 4
. [ k) Xt(ki o)k
B 7 h fex) =1
;A
: ;;-f%:%'J .
O kl*] k*_, k*3 k

Esta ecuacion define varias curvas, identificadas en el grafico 4 con ia
inscripcion Afk.x)= 0. A la derecha del grafico hay una rama de forma
parabdlica que corta a la curva f{k}=x+(4+8)*k por el punto ¢ Esta
curva no se clerra sobre si misma ya que a la larga el producto marginal del
capital es mferior a la tasa de preferencia temporal. A la izquierda de esta curva
hay otras de forta elipticas, de las cuales se ha supuesto que existe una sola en
el grafico: la que intersecta a la funcion de produccién en los puntos A y B.
Finalmente, es concebible que la elipse que esta mas a la izquierda no posea un
punto como el A, de modo de ser abierta por la izquierda, caso que corresponde
al de una tasa de preferencia temporal superior a la productividad marginal de
capital para niveles bajos de consumo.
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También se han graficado las trayectorias optimas para el consumo y el
capital. Para obtener la trayectoria que corresponde a una relacidn capital por
habitante dada, se debera marcar su valor en el eje horizontal, trazar una
vertical hasta su interseccion con una de las flechas gruesas a fin de obtener el
nivel nictal de la tasa de consumo por habitante, v luego seguir la trayectoria
indicada por la flecha hasta uno de los puntos A o C, que corresponden a los
valores que adoptan las variables en el muy largo plazo.

En el caso en que el capital por habitante inicial coincidiera con k;, la

. N . L3 . ,
solucion esta dada por el punto B; si es mayor que 4, crecera o decrecera en

forma monoétona hasta llegar al punto C, mientras que si €s menor, crecera o
decrecera de igual forma hasta llegar a A,
Debe hacerse notar la discontinuidad de ia solucion en puntos como el

kl . Este es un nivel critico de capital por habitante que una vez superado hara

deseable para la sociedad el desarrollarse, creciendo hasta el proximo punto de
equilibrio de largo plazo; en cambio, si1 la sociedad no posee esa relacion de
recursos al comienzo, preferira consumir a una tasa superior, desacumulando
capital hasta arribar a una solucion de equilibrio mas baja.

Por supuesto que nos estamos refiriendo a los deseos de los individuos
que estan realizando la eleccion entre los distintos programas de consumo. Es
posible modificar las trayectorias optimas modificando la funcion de bienestar
(no asi la funcion de produccidon, va que la tecnologia es un dato). Es
precisamente ésta la finalidad de esta investigacion: estudiar las caracteristicas
de las trayectorias resultantes a fin de presentarlas a quién deba efectuar la
eleccidn.

V1. Trayectorias optimas para algunos criterios sencillos

Analizaremos a continuacion varias formas sencillas de la funcion de
bienestar.

a) Maximizacion de la tasa de crecimiento del capital por
habitante. Existen varias formulaciones de este criterio, que difieren solo en la
longitud del horizonte que se considera, pero que producen los mismos
resultados en el corto plazo: una es la del titulo; una forma distinta de enunciar
el mismo objetivo es maximizar el capital o el ingreso por habitante al final de
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un periodo dado, o el de llegar a una relacién capital por habitante dada en el
tiempo minimo; para el caso de un horizonte ilimitado, los mismos resultados se
obtienen si se toma una tasa de preferencia temporal negativa, Todas estas
formulaciones necesitan que se fije un nivel de consumo de subsistencia x*, a
fin de evitar de que la poblacion perezca. La trayectoria resultante puede
observarse en el grafico 5. En este caso, si la relacion inicial de recursos excede
k*. el capital necesario para mantener en vida la poblacion, la trayectoria
seguird un sendero creciente para el capital por habitante. Las generaciones
presentes se sacrifican al maximo por las futuras.

b) El principio de la eguidad absoluta. Puede argiirse que el
sacrifico exigido por el criterio anterior es demasiado elevado ¢ injusto, pues las
generaciones venideras, viviran a expensas de los esfuerzos de las presentes. En
términos de equidad absoluta, a la generacion presente solo se le podria exigir
gue mantengan intacta la relacion de recursos, a fin de que sus descendientes
tengan la misma oportunidad que ellos. Como consecuencia, ﬂ;;—: 0, de modo

¢
que cualquier punto sobre la curva f(k): X+ (?\. +8)*k es un punto de
equilibrio como en el grafico 6.

Podra notarse que esta solucion, si bien la mas justa, al no exigir
esfuerzo alguno a la generacion presente también impide el progreso, si nuestros
antepasados hubieran aplicado este criterio todavia viviriamos en cavernas.



CRITERIOS DE DESARROLLO ECONOMICC OPTIMO

Grafico N° 5

f=x:i(xc+8)k

o k* k

Grifico N° 6

Sk=x-(A+5)k

37
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c) Maximizacion de bienestar con iusa de preferencia temporal
consiante. Es éste el criterio clasico, analizado extensamente por RAMSEY™
para el caso de una tasa nula, y por KOOPMANS'' para una tasa posttiva. El
grafico 7, adaptado del trabajo de KOOPMANS, incluye ademas de las curvas
f(k): X+ (k +8)*k y htkx)= 0 del grafico 4, una recta de pendiente r
tangente a la funcion de produccién, indicando el punto Unico de equilibrio de
largo plazo. Notese que la recta Afk.x)= 0 es un caso especial de la curva
correspondiente que contiene al punto (" en el grafico 4.

Grafico N° 7
X
]‘
fihi=x-(x+ 3)k
hikx) -0
(¢4 k

' Ramsev, op.cit.
1 - - . . .
Koopmnas, “On the Concept of Optimal Economic Growth”, op ot
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Grafico N° 8

J

Sk - x A Sik

Para el caso de r= 0, se tiene el grafico 8. Aqui la solucion de largo

plazo corresponde a la travectoria de “la regla de oro de acumulacion”
analizada extensamente por varios autores en los ultimos afos'.

" Ver las referenctas dadas por Koopmatts ¢n ““The Concepl of Optimal Economic Growth™,

op.cit.





