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EQUILIBRIO Y OPTIMALIDAD EN ECONOMIAS DE
INTERCAMBIO LINEALES

ROLF R. MANTEL'

Introduccion

El presente trabajo tiene por finalidad analizar el problema de la
existencia de equilibrio competitivo en el modelo lineal de intercambio puro.
A pesar de su simplicidad, dicho modelo permite estudiar situaciones que se
presentan en la teoria del comercio intermacional en bienes intermedios,
especialmente en lo referente a la estructura de la especializacion en el
consumo como opuesta a la especializacion en la produccién tipica de los
modelos Ricardianos.

Ademas de esta aplicacion directa del modelo lineal de intercambio
existe otro motivo que induce a estudiarlo con cierta profundidad a pesar de
que sus supestos puedan no parecer demasiado cercanos a la realidad
economica. Este motivo radica en la deseabilidad de hallar un método para el
computo de soluciones de equilibrio de modelos de equilibrio general, a fin de
poder utilizar éstos para la determinacion de medidas de politica econdmica
sobre bases mas solidas que los usuales modelos de tipo pedagogico con pocas
variables. Si bien tales métodos han sido desarrollados en la \ltima década,
todavia son demasiado generales como para justificar su utilizacion directa en
sistemas de ecuaciones especiales como son las de equilibrio econémico.

El descubrimiento del autor (1976} de que en este caso particular la
solucion del modelo de equilibrio general se puede reducir a un problema de
maximizacion de una funcion coéncava sujeta a restricciones lineales, da acceso
a todo el campo de la teoria de la programacion matematica convexa para ser
aplicado a este problema. Sin embargo la funcion de bienestar social
desarrollada en el articulo mencionado esta definida en forma implicita, no
siendo muy claro su significado econémico. A continuacion se presentara un
estudio de casos sencillo incluyendo el tradicional de dos paises y dos bienes,
para proveer una expresion mas sencilla de dicha funcion de bienestar.
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Instituto Di Tella.
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También se presentaran construcciones graficas para poder visualizar
mejor el problema.

Un modelo sencillo de comercio internacional en bienes intermedios

Con ¢l proposito de mostrar la utilidad del modelo lineal de
intercambio, presentamos un modelo sencillo de comercio intemacional en el
que solo se exportan e importan bienes intermedios, pero no los factores de
produccion ni los bienes de consumo. Como se vera mas adelante, dicho
modelo permite analizar problemas de especializacion. A pesar de parecer
sencillo el calculo y descripcion del equilibrio ya es suficientemente complejo
como para justificar su estudio como primer paso previo al analisis de modelos
mas complejos.

Considérese la existencia de m paises designados con el indice i. El
intercambio entre elios se limita a n categorias de bienes intermedios,
designados con el indice j. Cada pais dispone de recursos productivos -trabajo,
tierra, ctc.- no comerciables intemacionalmente, y asignados en forma
permanente a cada uno de los n+l sectores productivos, de los cuales n se
dedican a la produccion de bienes intermedios —no hay produccién conjunta,
de manera que cada sector produce exclusivamente uno de los bienes — y el
restante a la canasta fija de bienes de consumo necesaria para satisfacer las
necesidades de los habitantes del pais. La produccion de bienes intermedios
del pais i se designa con W', un n-vector con elementos no negativos Wij que
indican la cantidad producida de los bienes j. Debido a la inmovilidad
intersectorial de los recursos, suponiendo que se emplean a plena capacidad,
dicho vector es un dato. Nos referiremos a él con el nombre de dotacion inicial
de bienes del pais 1.

El intercambio de bienes intermedios transforma la dotacion inicial en
el n-vector x', también de clementos no negativos que representan las
cantidades de bienes intermedios utilizados por el sector productor de bienes
de consumo para la elaboracion de la canas ta de consumo. El producto de este
sector depende escencialmente de los insumos de bienes intermedios; su nivel
alcanza

W= Ci . X‘l = ZjCinij

siendo el n-vector ¢' constante con elementos no negativos.
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Las preferencias de los consumidores del pais 1 son las obvias de
alcanzar el mayor nivel posible para u,.

Con el fin de simplificar el analisis, permitasenos emplear el artificio
de Meade y Rader, integrando el sector de produccién de bienes de consumo
con el de las familias. La consecuencia sera la obtencion de preferencias
derivadas, definidas ahora sobre las cantidades de insumos: en nuestro caso las
mismas pueden ser representadas por una funcion de utilidad que coincide con
el nivel del producto u; del sector productor de la canasta de consumo. Por ello
en adelante designaremos al vector de productos marginales ¢’ con el nombre
altemativo de utilidades marginales, y al nivel del producto u; con el de
utilidad del pais 1.

Los términos del intercambio estan dados por el n-vector p con
elementos no negativos no todos nulos de precios internacionales. Los
exportadores e importadores toman estos precios como un dato; en ausencia de
distorsiones del comercio internacional, estos mismos precios regiran para los
sectores domésticos de cada pais. En consecuencia, el sistema estara en
equilibrio si se cumplen las siguientes condiciones, para un vector de precios
p* y una asignacion final de bienes X* = (x'*, .., x™*) no negativa:

(E1) X'e < We; p".(X'e-We) = 0
(E2) p'X'<p'W

(E3) C <p'b' para b no negativo; tr(C-p'b’) X" =0

Aqui e es el m-vector suma, con elementos iguales a la unidad, de
manera que el efecto de postmultiplicar por ejemplo la matnz de asignacién X
por ¢l vector suma es el de producir la asignacion agregada. Las columnas de
las matrices W y C son w' y c', respectivamente, con su orden natural. El
vector b tiene m elementos. El operador tr indica la traza de su argumento,
definida como la suma de los elementos de la diagonal. Asi, si A es una matriz
cuadrada de orden h con elementos aj,

3
trA = Z a,
j=1

El apostrofe ' indica transposicion, que no siempre se indica
expresamente, como en ¢l caso de p* en (E2) — por ser requisito indispensable
para que el producto sea conformable.
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Las condiciones de equilibrio se interpretan como stgue. La primera,
(El), es la condicion de equilibrio de mercado entre demanda y oferta, no
debiendo la primera exceder la segunda. La segunda parte de esta condicion
garantiza que los bienes para los que hay exceso de oferta tienen un precio
nulo, es decir, son bienes libres. La relacidn (E2) corresponde a la restriccion
de presupuesto o de balance de pagos: notese que debido a la segunda parte de
(El) la desigualdad (E2) puede ser reemplazada por una igualdad. La condicion
(E3) es quiza la menos transparente; sin embargo un ligero analisis permitira
descubrir la proporcionalidad entre utilidades marginales y precios implicada
por la maximizacion de la utilidad de cada pais, siendo el factor de
proporcionalidad la utilidad marginal del ingreso b;. La segunda parte de (E3)

es simplemente el requisito de que si el precio del bien } multiplicado por b;
excede a la utilidad marginal correspondiente, entonces la cantidad x;* debe
ser nula. Como el problema de maximizacion de cada pais es lineal debido a la
estructura simple de sus preferencias, las relaciones de dualidad de la teoria de
la programacion lineal garantizan que si se cumplen (E2) y (E3) cada pais esta
maximizando su utilidad sujeto a la restriccion impuesta por la exigencia de
equilibrio en el balance de pagos.

Debido a la estructura de las preferencias Gale (1957 — 1976)
denomina a éste “modelo lineal de intercambio”. Toda la informacion sobre el
sistema estd contenida en las dos matrices no negativas de n filas y m
columnas W —dotacion inicial de bienes — y C — utilidades marginales—. Gale
impone las siguientes condiciones sobre dichos datos.

(S1) We > 0
(S2) Ce>C

La primera de estas condiciones dice que el agregado de las dotaciones
iiciales de todos los paises de cada bien es positivo: no tiene mucho sentido
incluir en el modelo bienes que nadie posee ni puede producir.

La segunda condicion exige que todos los bienes sean deseados por
alguien; los bienes que no entran en las preferencias de alguien pueden ser
ignorados, ya que se sabe de entrada que su precio sera nulo en cualquier
situacion de equilibrio.

Nosotros agregaremos una tercera condicion.

(83) eW>0
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que significa que excluimos los casos en que w' es nulo, es decir que el pais en
cuestion no posee ni produce bienes intermedios. Es obvio que el mundo no va
a verse alterado por su desaparicion, ya que no tiene nada que ofrecer.

Bajo estas condiciones Gale (1976) demuestra que la existencia de una
solucion de equilibrio cumpliendo con las condiciones (E1-3) es equivalente a
la condicién (SAS) de Ia ausencia de grupos de paises super-autosuficientes.

Si representamos con C? a la suma de clementos ¢’ de la matriz C
<p J 7

correspondientes a paises en el conjunto de paises I y a bienes en el conjunto
de bienes J, y adoptando convenciones similares para W, podemos expresar
esta condicion como
(SAS) Cj =W =0 implica que W/ =0

para subconjuntos I, J de paises y bienes arbitrarios, donde I°, J° representan
los complementos de los conjuntos 1, J respectivamente. En palabras, esto
sighifica que si nadie en el grupo de paises I desea alguno de los bienes
incluidos en el conjunto I, y si ninguno de los otros paises posee un bien no
incluido en J — es decir si I es un grupo de paises autosuficiente, por desear
solo bienes poseidos por integrantes del mismo grupo— entonces nadie en 1
posee bienes del conjunto J- es decir I no es super-autosuficiente por no
sobrarle bienes indeseados —.

La demostracion del equilibrio ha sido efectuada por Gale (1957)
utilizando el teorema de punto fijo de Kakutani y por Eaves (1976) utilizando
un algoritmo de los asi llamados de punto fijo, basado en un argumento
original de Lemke y Howson (1964). El presente autor (1976) demostro que en
el caso en que tanto C como W son positivas — por lo tanto la condicion (SAS)
se cumple trivialmente pues todos desean y poseen todos los bienes — es
suficiente la aplicacion de los conceptos mucho mas sencillos del analisis
convexo, y en particular del teorema de Kuhn y Tucker de programacién no
lineal, para la demostracion. La extension al caso mas general puede
obtenerse por un argumento basado en un pasaje al limite, aproximando las
matrices no negativas C, W con matrices positivas. Una demostracién mas
directa también es posible , y sera motivo de un trabajo futuro.

Equilibrio y optimo de bienestar

El autor (1976) utilizo la siguiente funcién de bienestar (mundial) para
hallar la solucion de equilibrio del modelo lineal de intercambio por medio de
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la solucién de un problema de maximizacion de una funcion concava sujeta a
restricciones lineales.

. ""[: p J
(B) bfu )= sup min —————
put ) c\}.(p_w )
La definicion se ha modificado levemente para incluir el caso en que
los datos no son todos positivos, pero (SAS) se cumple. Aqui la division por

cero da como resultado + o.

Los niveles de utilidad obtenidos maximizando la funcion b sujeta a la
restriccion de que el vector u sea una asignacion factible de utilidades a
paises son los niveles correspondientes a la unica asignacion competitiva,
como fuera demostrado anteriormente (1976).

Cabe la pregunta de si es posible dar una forma mas sencilla a la
funcion de bienestar la expresada en (B). La esperanza en tal sentido nos la da
el resultado de Gale de que la solucién de equilibrio del problema esta en el
campo racional. Para niveles de u que no son de equilibrio sélo podemos decir
que la formula recuerda a la del factor de crecimiento maximo en el modelo de
crecimiento de Von Neumann, bajo la restriccion de que todos los procesos
pueden ser utilizados por poco que se relaje el ritmo de crecimiento de la
economia. Ello nos proporciona de inmediato la formula dual.

Z u,r,
(B™) bfu )= min max —————
R=0 & Z rieiwy
TR

Quiza un poco mas tratable que (B) por no exigir el calculo de un
supremo. Como es sabido que el modelo de Von Neumann posee en general
soluctones que no son funciones racionales de los coeficientes, no parece ser
posible llegar mas lejos sin tener en cuenta con mas cuidado la estructura
especial del problema,

En el otro extremo tenemos el caso en que la distribucion del ingreso
es constante, independiente de los precios. Para ello es necesario que las
dotaciones iniciales de bienes de los paises sean todas proporcionales a la
dotacion agregada w = We, es decir

W= wd'
donde el elemento d; del m-vector d representa la participacion del pais i en la

dotacion inicial mundial. Obviamente, cada d; es positiva, y la suma de estas
participaciones es la unidad.
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Reemplazando en (B) se tiene

, P
biu )= sup min L
pro pw /1 max ¢, d, ju
X c

= 1 :
/& W max {c) d”f'u,}]

funcion que obviamente depende racionalmente de los parametros del sistema.
A fin de aclarar el punto, en la seccion sobre el caso de dos paises con
dos sectores analizaremos el modelo mas exhaustivamente.

i

Dos paises, un solo bien

Por supuesto Ia situacion mencionada en el titulo de esta seccion es
trivial, ya que no es posible realizar intercambio de bienes alguno. Sin
embargo permite considerar algunos problemas que se repiten en casos mas
complejos. Los supuestos (S1-3) implican que ambos paises poseen cierta

cantidad del bien, de modo que w y w son positivas, Como el bien es
deseado al menos por un pais, podemos suponer que se trata del segundo, de
manera que c; es también positiva, mientras que ¢, sera no negativa. La
definicion de b (.) nos da

_ . PR J a2 2
b(u)=minfu,/cyw  u,ciw;},
que debera ser maximo sujeto a las restricciones
ot 22,0 2 1 2. i
Uy SCX U, SEX X X Swpwiix 20

que definen al conjunto de posibilidades de utilidad.

Puede ser verificado facilmente que el resultado depende solo de si ¢,
es nula o no. En el caso afimativo, el optimo implica que
x; =0;x} =w) +w,. Puede verse de inmediato que esta situacion no es de

equilibrio, ya que no hay fuerzas de mercado que puedan transferir el
excedente no deseado por el pais | al pais 2 si el unico precio es positivo, sin
transgredir la condicion de equilibrio de balance de pagos. En este caso es facil
verificar que no se cumple la condicion (SAS) de Gale; ademas, el valor de b
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en el optimo es 1+w,/w,es decir, superior a la unidad, cuando

anteriormente (1976) se ha demostrado que si una solucion de equilibrio existe
el maximo de esta funcion en el conjunto de posibilidades de niveles de
utilidad es exactamente igual a la unidad.

En caso de ser ¢! positiva, en cambio, el maximo de b es igual a la
1 P ,

unidad, con una asignacion final de bienes igual a la mnicial, como debe ocurrir
en un equilibrto sin comercio. En este caso se cumple tambien la condicion
(SAS).

Dos paises, dos bienes

Dos por dos es el numero tradicional de bienes y paises en la teoria del
comercio internacional: el menor numero de algin interés, pues va se puede
producir una situacion de equilibrio con intercambio no nulo.

St las utilidades marginales de uno de los paises son nulas, se presenta
la anomalia anterior, pues en el optimo todos los bienes seran asignados al otro
pais, situacién incompatible con el balance de pagos a precios positivos
- condicion que deben cumplir los precios de equilibrio como consecuencia
del supuesto de que todos los bienes son deseados-.

Consideremos por lo tanto la situacion mas interesante en que todos
los paises desean por lo menos algun bien. Intercambiando si es necesario la
designacion de los paises, podemos suponer que el determinante de C es no
negativo, indicando una tendencia de cada pais a preferir el bien con su mismo

numero. Ademas nuestros supuestos implican que tanto ¢, como ¢’ son

estrictamente positivos, por lo cual Ia condicion sobre el determinante implica
la relacion

m (ch/eh(cl/c)<],

La definicion (B) puede reescribirse cotno

@ blu)=sup min{ f'(p).f2(p)},

>0
donde

(3)  f'(p)=u;[min{p, /c},p,/c}} 1A wip, +Wip,).
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Si p2/ p1 es menor que c} /c;, debido a la relacion (1) sera el segundo

término el que define a ambas funciones en (3). Estas pueden ser
incrementadas aumentando p;; por ello se deduce que

@) py/pizcy /e
Por argumento simétrico se obtiene
&) /P2 zo; e
En consecuencia, de (3), (4), y (5),
®  f'(p)=up;/ci(wW;p; +W3p,)

siendo por lo tanto £' creciente de p; y decreciente en el otro precio. Se
presentan tres casos
a) Si se tiene
fieh) < £
0 sea
u, /wie' <u,ch/ei(w’ e,

debido a (4) sélo p; puede aumentar, lo cual disminuiria al menor de estos dos
valores. Por ello en este casop = c', con

N bu)=f'(c")=u,/(w'c")
b) Si en cambio
Fie s (e
es decir,
u,/wie? sucl/e(w'ch),

un razonamiento simétrico al del caso a) nos da p = ¢, con
(8) b(u)=f2(c?)=u, /(w?c?).
¢) Finalmente, si no se dan los dos casos anteriores, de modo que

chw' e /ci(wich) <u,/u, <c(w'e?) /el (w?c?),
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partiendo de p = ¢’ se debe incrementar p, hasta que f '(p) = f(p). En otro
términos,

1.2 2 1.1 1
U,p,€5 (WP, +W5p,) =u,p,¢ (wip, +w,p,).

Igualando b(u) = fi(p) y reemplazando p por una solucion de esta

ecuacion de segundo grado con coordenadas positivas, se llega a la expresion
1

9 b =(au, +a,u, —((@,u, +a,u,)’ -2du,u,)?)/d
donde
a =ciw, ; a,=c,w, ; d=2cjci(Ww; —Wyw).

Para los casos en que d = 0, se tiene
(10)  buw)=u,u,/(a,u, +a,u,)

El signo de la constante d determina la estructura de las dotaciones
miciales de bienes. Cuando d es nula, la distribucion del ingreso es
independiente de los precios; cuando es positiva, cada pais posee una cantidad
relativamente mayor del bien designado con su propio indice, vy por lo tanto un
aumento de dicho precio mejora su ingreso en relacion al del otro pais. En
todos los casos la ecuacion b(u) = 1 determina la hipérbola equilatera con
asintotas Uy = az, up = ay.

Como la ecuacion (10) puede obtenerse de la (9) tomando el limite
cuando d tiende a cero, a continuacion no la consideraremos explicitamente.
Podemos escribir en base (7), (8) y (9)

(1) b =minfu, /w'c',u,/we?, [au—-/@w)’ - 2du,u, |/d),

expresion que nos da la funcién de bienestar explicitamente en términos de los
parametros del sistema y de los niveles de utilidad.

Analicemos la consecuencia de tener algunos parametros nulos. Si el
pais | solo desea sus propios bienes podria darse la situacion en
quecy, =w; =0. En tal caso d = 2aa,, y el miembro derecho de (9) se
simplifica a min{u,/a; , uy/a;} siendo por ello redundante en la formula (1 1)
que se convierte en

(12)  bw=min, {u,/wici}.
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Es obvio que el maximo de esta funcion, dada la restriccion impuesta
por la oferta de dotaciones iniciales, es igual a la unidad. Si el pais es super-

autosuficiente, se tendra que w)es positiva; por lo tanto | puede disfrutar de

un nivel de utilidad mayor que el que obtiene del bien ! solamente, de modo
que en el optimo de bienestar su utilidad estard indeterminada entre ciertos
limites. Habra niveles de utilidad éptimos que no son optimos de Pareto, y en
consecuencia no podran ser asignaciones de niveles de utilidad competitivas.
En cambio si se cumple (SAS), este inconveniente no surge. Los niveles de
utilidad estaran determinados en forma tnica, dedicandose cada pais al
consumo de su dotacion inicial de bienes. No habra comercio en este caso.

Una solucion que implique comercio requiere que ninguno de los dos
paises sea autosuficiente.

Dos bienes, varios paises

Supongase ahora que el namero de bienes es n=2, mientras que el
namero de paises m es arbitrario. Para simplicidad en el analisis se supondra
que las matrices C y W son estrictamente positivas, aunque los resultados
pueden ser extendidos facilmente al caso general.

De la definicion (B) se obtiene para b(u) = | un vector p > 0 tal que
paratodo 1, }

(1) c;.(p.w*)s up,

de donde se deduce facilmente

(2) clw <u,
que nos dice que la oportunidad de comerciar internacionalmente no puede
petjudicar a nadie- el miembro izquierdo de esta desigualdad es la utilidad de
la dotacion inicial-.
También se deduce de (1) la secuencia.

[ [ 7 i
czwzplwl —szz(pw fpzwz)

< (“r‘ —Cy) )pz“’fz
donde la igualdad es consecuencia del hecho de que solo existen dos bienes,
mientras que la desigualdad se obtiene aplicando (1). Reordenando y
simplificando,
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(3) pl,»-‘"pzé( Cw;)’C’w}

y permutando los indices 1 y 2 | para el pais k.

(4) pz_‘-‘*fpl é( _cfwtk)/ck ;

Multlphcando estas dos relaciones miembro a miembro, se tiene para
todo par de paises i y k la condicion

O e - efw )z ejetwing

Ahora bien, el conjunto de restnccnones (2) y (5) es equivalente al (1).

Para ver esto, designese con r'y y 1, los miembros derechos de las
de51gualdades (3) y (4), respectivamente. Las restricciones (2) garantizan que
estos numeros son positivos, mientras que la (5) dice que

rgzl./r;

para todo par de paises, 1, k. Tomando p, = 1, P;= min, r'’> se tiene una solucion
para (3) y (4), y con ello para el conjunto de inecuaciones (1.

Debido a la homogeneidad de la funcion b(u), es posible por lo tanto
expresaria explicitamente como

(6) b(u )= m:‘n{mz’n — .ming" (u)}

i cw zfr
donde

g* (wi=la*u—j(a"u) ~2uupd, |/ d,

&
a”* =ciwie’ +ofwle’

k S o ik
dy =2¢30) (wiwy —wyw( )
y €' representa el vector m-dimensional cuyo unico elemento no nulo es el i-

ésimo, igual a la unidad. La formula (6) muestra que b es estrictamente
concava en los tramos en que es estrictamente creciente.
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Dos paises, varios bienes

Si el sistema comprende solo dos paises, siendo arbitranio el numero n
de bienes, es conveniente enfocar el problema desde un angulo algo distinto,
aunque equivalente. Considérese el problema de programacion lineal

() Max Y au

Zx’ <wt
!

cx =y

sujeto a las condiciones

y las obvias sobre la no negatividad de las cantidades consumidas x*. Aqui el
vector n-dimensional a es positivo y puede ser interpretado como que sus
elementos representan ponderaciones de bienestar, ya que se utilizan para
ponderar con ellos los niveles de utilidad de los paises. El maximo proporciona
un punto sobre el conjunto de posibilidades de utilidad de la comunidad, si el
consumo se restringe a la dotacion inicial de bienes del pais k. Las
restricciones del dual de este problema son

(D) cia, < P,

que junto con las restricciones iniciales y las condiciones de
complementariedad de Kuhn y Tucker implican la siguiente cadena de

ignaldades
au = lea,c;x; . Z!—,- px; = ZJ p}-Wf = pw*

Es posible determinar este valor en un grafico de dos dimensiones en
el espacio de los niveles de utilidad, como se hara en la construccion siguiente.

En el grafico | puede apreciarse la construccion de un tramo de la
curva definida por la ecuacién b{u) = | para m=2. Alli V' es un vértice del
conjunto de posibilidades de niveles de utilidad de la sociedad obtenibles
utilizando uUnicamente la dotacion de bienes inicial del pais i-ésimo. Estos
vértices se han elegido de manera tal que su suma corresponda al punto
designado con v' + v' sobre la frontera de posibilidades de utilidad total.
Dichos vértices seran elegidos por la sociedad cuando las ponderaciones de
bienestar son normales a las tangentes en dichos vértices, si la interseccion de
estas ultimas con el eje correspondiente se encuentra entre los puntos A y B.
Para una pendiente como la mencionada, dichos puntos de interseccion
determinan un punto sobre la hipérbola equilatera cuyas asintotas pasan por el
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punto v' -la vertical- y v* -la horizontal- , y una de cuyas ramas pasa por el
vértice v + v* . El tramo de dicha hipérbola relevante para el anlisis es el
comprendido entre los puntos A y B sobre la misma, correspondientes cada
uno a sus homonimos sobre los ejes horizontal y vertical.

Griafico 1

En el grafico 2 se ha ejemplificado el caso de dos paises con tres
bienes.

Se ha delimitado el conjunto de posibilidades de utilidad U v sus dos
componentes U' y U” - las posibilidades cuando las oportunidades se limitan a
las tenencias miciales de bienes de uno solo de los paises -. .La construccién es
idéntica a Ia del grafico 1, habiéndose dibujado la curva que representa a la
ecuacién b(u) = 1. El punto B de tangencia de dicha curva de indiferencia
social con el conjunto de posibilidades de utilidad corresponde al éptimo de
bienestar inducido por el mercado, es decir, a las asignaciones de utilidad
correspondientes a una solucion de equilibrio competitivo.
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Grifico 2

Varios paises, varios bienes

En el caso general, la situacion no difiere mucho del caso de dos
paises, excepto que las funciones seran ahora polinomios de grado m, el
nimero de paises, en los lugares en que antes eran cuadraticas. Tampoco
podremos apelar facilmente a graficos.

El analisis sigue al caso mencionado de dos paises. Debido a que la
funcidn b(u) es concava, y por lo tanto continua, sera suficiente analizar que
sucede para aquellos vectores de ponderacién a que produzcan como solucion
del problema de programacion lineal (P) un punto extremo del conjunto de
posibilidades de utilidad. Afortunadamente, debido a la linealidad del
problema su nimero es finito.
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Correspondiendo a un tal punto extremo, corresponderan m puntos

extremos V' v", uno en cada uno de los conjuntos de posibilidades de
utilidad parciales, es decir, los que definen las posibilidades obtenibles
partiendo de la dotacion inicial de bienes del pais correspondiente.
Sea entonces V la matriz (v'.........v™) de puritos extremos, v sea a > 0 uno de
los vectores de ponderaciones de bienestar que la determinan. Se tendra
entonces que b(u) es el valor de t en la ecuacion #a =t¥a donde el acento
cinrcunflejo (") representa a una matriz diagonal cuya diagenal coincide con
los elementos del vector correspondiente, en este caso a.

En otras palabras, la reciproca det es la raiz de Frobenius -es decir, la
raiz positiva maxima- de la matriz §* V, y por lo tanto la raiz positiva menor
de la ecuacion polinomial det{—1¥)=0 donde el miembro 1izquierdo es un

polinomio de grado m en t; det significa determinante.

Como ha sido demostrado (1976), b() es concava: por lo tanto, por
una via un tanto indirecta, se puede deducir la reciproca de la raiz de Frobenius
de 0" V es una funcién concava en u. Por supuesto, es posible dar una
demostracion mas directa de esta proposicion.

Especializacion en ¢l consumo

La estructura lineal de las preferencias de los paises induce a
conjeturar que en una soluciéon de equilibrio intemacional los mismos se
especializaran en el consumo de manera similar a lo que sucede con la
produccion en el modelo Ricardiano de ventajas comparadas. Esto puede verse
de inmediato en el grafico 2, donde se ha representado el caso de dos paises. El
punto que corresponde a la solucion competitiva se halla sobre la frontera de
postbilidades de utilidad, y necesariamente sobre uno de los segmentos que la
describen. Cada segmento corresponde a los términos relativos en que se
puede transformar la utilidad que goza un pais en la del otro, por medio de la
transferencia de la dotacion mundial de un bien determinado de un pais al otro.
Si el punto de equilibrio se halla en el interior de uno de tales segmentos, el
total de dicho bien sera compartido por los dos paises; todos los demas bienes
seran asignados a uno o al otro para su consumo en su totalidad, de manera
que cada uno se especializara por completo en el consumo de ciertos bienes,
ignorando los demas, excepte quiza por uno solo en que no habra
especializacion. Esta observacion incluso puede servir como base para un
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algoritmo para la determinacion del punto de equilibrio, basado en el
ordenamiento de los bienes de acuerdo con el “grado de preferencia” c'j /.

Comenzando por la situacion en que todos los bienes se asignan a uno
de los paises se van transfiriendo los menos deseados por éste al otro hasta
llegar al punto de equilibrio. Esto es posible efectuarlo facilmente por medio
de programacion lineal paramétrica, utilizando el problema (P) y variando el
unico — en este caso — parametro, la relacion entre las dos ponderaciones de
bienestar a' y a*, hasta el punto en que el balance de pagos de uno de los paises
se cumpla, tomando como precios los multiplicadores de Lagrange asociados
con las restricciones de balance de bienes (E1).

La situacién en que solo hay dos bienes es similar. En este caso es
posible ordenar los paises -antes eran los bienes de acuerdo con su preferencia
relativa por los bienes, ¢'; / ¢';. Si los términos del intercambio se inclinan
hacia un encarecimiento relativo del bien 2, habrd mas paises que se
especializaran en el consumo del bien 1. Por lo tanto puede ajustarse en este
caso este Unico parametro hasta llegar a una solucion de equilibrio en que
todos los paises se han especializado en el consumo de un solo bien- del que
importan lo mas que pueden a cambio de su produccion del otro- excepto
quiza por uno solo que consumira ciertas cantidades de ambos bienes.

La situacion general es mas compleja, ya que habra que ajustar mas de
un parametro -m-1 ponderaciones relativas de bienestar o n-1 precios relativos-.
Sin embargo, la estructura de las condiciones de equilibrio (E3) permite
indicar el namero de cantidades consumidas x'; que requieren ser positivas.
Notese que las restricciones del dual (D) requieren, por las condiciones de
complementaridad de Kuhn y Tucker, que cada desigualdad estricta este
acompaniada por x'; = 0,

Por lo tanto, como entre los n precios p y las m ponderaciones de
bienestar a hay m+n-1 parametros independientes, salvo coincidencias ése sera
el numero de relaciones que se daran con igualdad en (D). En particular habra
al menos una solucion competitiva en la que no se da el caso en que dos paises
consumen en cantidades positivas los mismos dos bienes. Mas aun, si hubiera
un ciclo con x'i, X%, x%, X%, x %, X todos positivos -nétese que aqui se
repiten en forma alternada los indices de los paises v de los bienes en forma
ciclica- seria posible reasignar las cantidades exportadas e importadas hasta
que una de estas cantidades x'; se anule sin alterar el equilibrio. Por supuesto,
esto es valido para cualquier modificacion en la designacion de paises y
bienes.
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Conclusion

Hemos presentado un modelo sencillo de comercio intemacional de
bienes mtermedios, y hemos visto como se reduce al modelo lineal de
intercambio puro. Se ha analizado la forma de la funcion de bienestar que
permite determinar el equilibrio internacional por medio de un problema de
maximizacion no lineal convexo, y se ha demostrado qu¢ ¢s posible
presentarla en forma explicita, aunque algo complicada s1 hay mas de dos
paises. Finalmente se ha analizado la estructura de especializacion en el
consumo que implica una solucién de equilibrio, que permite en ciertos casos
inferir un algoritmo sencillo para la solucion del modelo.

En el caso general todavia parece ser mas eficiente calcular la solucion
mediante el algoritmo propuesto por Eaves. Sin embargo, aun no ha sido dicha
la ultima palabra; la estructura de ia funcién de bienestar b() permite inferir
que debe ser posible desarrollar un método basado en las propiedades de
conjuntos convexos. Este método posiblemente resulte ser mas rapido que el
de Eaves.

La esperanza es que también proporcione una pauta para la solucion
del problema mas interesante de hallar una asignaciéon de equilibrio
competitivo para el modelo de equilibrio general en toda su generalidad, tal
como fue presentado por ejemplo por Arrow y Hahn (1972).
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