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ECONOMIAS DE MERCADO Y COMPLEMENTARIEDAD
PERFECTA

ROLF RMANTEL’

Introduccion

Es sabido (ver por e¢jemplo Mantel, 1965) que una economia
competitiva tipo Arrow-Debreu con un numero finito de clases de mdividuos
esta descripta por completo, desde el punto de vista de los niveles de utilidad
que pueden alcanzar sus integrantes, por una transformacion de coaliciones en
utilidades. En el presente trabajo se demuestra que la naturaleza de tal
descripcion no permite distinguir la economia que origina dicha transformacion
no solamente de una economia de intercambio puro, es decir sin actividades de
produccion, sino de una en que las preferencias de todos los individuos
corresponden a mercancias que son complementos perfectos unas de otras -es
decir, con individuos cuyas funciones de utilidad son del tipo de Leontief, con
"curvas"” o superficies de indiferencia en forma de angulo recto.

El modelo

La eliminacion de las actividades de produccion para reducir el modelo
de Arrow-Debreu -tal como fuera descripto por Debreu (1959)- a uno de
intercambio puro ha sido explicada por Meade (1952) y Rader (1963) de modo
que no sera analizada con detalle en este trabajo. Dichos autores mostraron
como es posible interpretar la produccion como realizada por las unidades de
consumo, como si Ia realizaran en sus casas, exteriorizando su demanda por
cantidades intercambiadas de bienes una vez tenidas en cuenta las cantidades
insumidas y producidas por los procesos productivos. Por lo tanto se partira
directamente del modelo de intercambio puro, tomando como un dato las
preferencias de los mercaderes en el intercambio, de acuerdo con el principio
que Rader llama "de equivalencia”". Se haran algunas simplificaciones en la
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descripcion del modelo que no son esenciales para ¢l resultado pero que
simplificaran la exposicion.

Sea n el numero de clases de mercaderes, I el numero de mercancias.
Las preferencias del mercader tipico de la clase i-ésima, son continuas,
convexas, definidas en su conjunto de posibihidades de mtercambio X = R'., es
decir, el ortante no — negativo en el espacio Euclideo l-dimensional. Se supone
que pueden ser representadas por funciones de utilidad concavas u' : R%—-R.!
Como también es sabido que una economia arbitraria puede siempre ser
aproximada por una en que las funciones de utilidad son lineales por tramos
(Mantel, 1965) se supondra que las funciones w' () son de esa forma,
nuevamente en aras de la simplicidad de la exposicion®

El representante tipica de la clase i posee tenencias iniciales positivas,
es decir, w' R’

Una coalicion de mercaderes se representa por medio de un vector v
R".. Cada coordenada representa la proporcion de individuos de la clase
correspondiente que integra la coalicion. Con esta notacion si W = (w', ..., w")
es la matriz de tenencias iniciales tipicas, las tenencias iniciales agregadas de la
coalicion estaran dadas por el producto W v. Del mismo modo si x' €R’. es el
vector de cantidades demandadas por el mercader tipico de clase i, y si
X = (x', ..., x") es la matriz de asignacién de cantidades demandadas tipicas, la
demanda agregada estaria dada por el producto X v. Por supuesto, para que la
coalicion pueda subsistir por sus propios medios, debe cumplirse la relacion de
factibilidad.

(1) Xv<Wyv, vz=0

Los ntveles de utilidad agregados que la coalicion puede alcanzar por
sus proptos medios se obtienen multiplicando la utilidad del mercader tipico por
el numero de mercaderes de cada clase, es decir,

() u < v u' (Xi)

' Las preferencias que cumplen cumplen con las condiciones de regularidad mencionadas en el
texto siempre pueden aproximadas por otras representables per medio de funciones de utilidad
concavas. Ver Mantel (1967).

2 Fn el caso general, ¢l efecto de no hacer cste supuesio sera el de la contruccién de la
economia equivalente que se llevara a cabo requerira un niunero infinito de mercancias.
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La relacion entre el niimero de individuos de cada clase que conforman
una coalicion y los niveles de utilidad que alcanzan puede resumirse definiendo
el conjunto de posibilidades de utilidad

(3) T={(v,u)e R™ 1y € vyu'(x), Xv < Wv}

Dados los supuestos -convexidad, funciones de utilidad lineales por
tramos- es facil demostrar que T es un cono polihédrico convexo, con la
propiedad de que si (v, u) € T entonces v; = 0 implica que u; = 0 -si una clase
de mercaderes no estid representada en una coalicion, entonces la utilidad
agregada que percibe dicha clase de individuos es nula-.

2. Economias equivalentes

Siv={(1,..,1) es decir, si la coalicién consiste de un solo individuo de
cada clase, se tiene una economia de intercambio puro especial, objeto de
estudia en este trabajo. Como se demostrara anteriormente (Mantel, 1965) en
una demostracion inspirada en un trabajo de Negishi (1960) la existencia de una
solucién de equilibrio competitivo en dicha economia se reduce al problema de
hallar niveles de utilidad —un vector u” € R",, - y ponderaciones de bienestar un
-vector o” € R",.- con la propiedad siguiente.

Definiendo

(4) o’y U‘i = B*i,

la asignacién de utilidades corresponde a un equilibrio competitivo s1
(5) max{au-p'viivyu)eT}=0

De esta propiedad se ve claramente que la estructura interna de la
definicion del cono T no juega papel aiguno; solamente la relacion entre las
coaliciones v y los niveles de utilidad alcanzados u son relevantes. Por tal
motivo, cualquier forma de definir dicho cono que no afecte su forma produce
economias de mercado equivalentes, en el sentido de que coaliciones similares
pueden alcanzar niveles similares de utilidad.

De la teoria de conjuntos convexos es sabido que un cono polihédrico
convexo puede representarse siempre como la interseccion de un numero finito,
digamos m, de semiespacios. En otras palabras, en el caso bajo estudio existiran
dos matrices m filas y n columnas Q y R tales que
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® T={(vueR™ Qu<Rv)

Dadas las propiedades de T expresadas en la seccion anterior, estas dos
matrices seran no negativas. Ademas, u > 0, Q < 0, implican que u = 0,
reflejando el hecho de que es imposible alcanzar niveles arbitrarios de utilidad.
Nuevamente para simplificar la exposicion que sigue se hara el supuesto de que
las dos matrices son positivas. Los resultados son validos para el caso mas
general.

3. Consumidores tipo Leontief

La condicién de equilibrio (5) se expresa como sigue para el cono T
definido en (6).

(7) max{a'u-f'v.Qu < Rviuz0O,vz20}=0

Por ¢l teorema del dual de programacion lineal, se sabe por lo tanto que
el sistema de inecuaciones
(® PQzoa’ p">pR; p>0
tiene una solucion no trivial.
Se pueden resumir estos resultados en el sistema de inecuaciones

® Qu=<R  p{Qdag’)-R}=>0; pz0

con la condicién adicional de que el vector p no sea nulo’. Reemplazando u” por
su valor del segundo conjunto de desigualdades -es bastante obvio que se puede
suponer sin sacrificio de generalidad que se cumplen con igualdad- se obtiene
finalmente

(1) Zq pr/pg)<zd

donde [a suma se entiende sobre los mercaderes -de ! a n-, y q, r representan
las columnas de Q, R, respectivamente.

Analizando cuidadosamente esta expresion, estd claro que una
expresion identica se obtiene de una economia con n consumidores del tipo
Leontief, con preferencias en que todos los bienes son complementos perfectos.

? diag (u) representa a la matriz diagonal ctiya diagonal principal contiene las coordenadas del
vector u, siendo muos los demas elementos.
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Para cada i, q' representa en tal caso el vector en que desea consumir los m
bienes, mientras que r' representa sus tenencias iniciales de los mismos. Su
riqueza, evaluada en base a los precios p, sera p ', de modo que para que se
cumpla su ecuacion de presupuesto p ¢ =p I su demanda debe ser igual al
vector q' (p r' / p q)). La demanda agregada es entonces el miembro izquierdo de
la desigualdad en (10), mientras que las tenencias iniciales agregadas de la
comunidad estan representadas por el miembro derecho de la misma, que por lo
tanto indica la condicién de equilibrio de mercade, de que no se puede consumir
mas de lo que hay.

En resumen, si se permite un nimero adecuado de bienes (m} cualquier
economia es equivalente a otra en que los consumidores tienen esta clase
especial de preferencias. Este resultado asegura que para el anahsis de la
existencia de equilibrio es suficiente estudiar este tipo de economias, en
principio mucho mas sencillas que economias arbitranas.

4, Demostracion de la existencia de equilibrio elemental

La funcion de demanda excedente agregada de la economia construida
en la seccion. anterior es

1y fE=ZIlq @eripqg)-r)
que claramente es continua para vectores de precios p € 5, donde
S={p e R" :sp=1} es el simplex unidad. Definase la funcion
(1) m ()= max {£(),0}

donde se entiende que la funcion max aplicada a un par de vectores produce
otro vector cuyas coordenadas son el maxime de las  coordenadas
correspondientes de los argumentos. La funcion

(13) ¢@=[ptm@)]/{1+sm(p)]

sera por lo tanto también continua, y convierte elementos del conjunto convexo
compacto S en elementos de si mismo. Por el teorema de punto fijo de Brouwer,
esta funcion tiene un punto fijo p* = ¢ (p'). Se demostrara a continuacion que
cualquier punto fijo es un punto de equilibrio.
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Supongase que por ¢! contrario hay un punto fijo que no es un punto de
equilibrio. Por lo tanto, alguna coordenada tendra f @) =m () >Q,ypor
ende s.m {p")>0. Por la definicion de la funcion ¢( ) se tiene

(14) p'sm()=m@),

de modo que p; >0 implica que f (p")=m'(p") > 0 . Multiplicando la igualdad
(14) por los precios, se obtiene la secuencia de relaciones

(15) 0<p’p'sm@)=p.m@)=p fE)=0,
una obvia contradiccion. En esta expresion, la primera desigualdad se debe a

que el vector de precios no es nulo; la Ultima igualdad se deriva de la

observacion de que la funcion de demanda excedente agregada (11) cumple con
la ley de Walras - es facil ver que el valor de la demanda excedente es
idénticamente nulo -.
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