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ESTRUCTURA INTERTEMPORAL DE LAS PREFERNCIAS

ROLF R. MANTEL

Introduccion

En teoria econémica es usual tratar al tiempo de dos maneras
diferentes: o bien como uma variable discreta o bien como una continua. En
general un proceso de pasaje al limite no lleva a una forma u otra sin afectar
seriamente las conclusiones. La matematica esta mas desarrollada para el caso
continuo, donde tenemos a nuestra disposicion de herramientas tales como la
teoria del control éptimo, de modo que hay una razon pragmatica poderosa para
preferir modelos en los que el tiempo se trata de manera continua.

Por otra parte, muchas veces tales modelos tienden a ser simplificados
por demas. Como ejemplo, considérese la teoria de! crecimiento optimo; el
procedimiento usual en este campo consiste en maximizar una suma de
utilidades instantaneas (descontadas o no), que recibe el nombre de funcion de
bienestar. Tal criterio de oOptimo implica que las preferencias son
intertemporalmente independientes.

Para tiempo discreto hay disponibles criterios mas realistas, gracias al
trabajo pionero de Koopmans (1960) en su analisis de utilidad estacionana; él
utiliza un supuesto de no complementaridad limitada en el tiempo, y demuestra
que existen funciones de bienestar para las que la tasa de preferencia temporal
es variable. Trabajos posteriores han mostrado que tales funciones de bienestar
exhiben la propiedad cuasi-cardinal de perspectiva temporal (Koopmans,
Diamond y Williamson, 1964) y que algunas pero no todas las conclusiones
usuales de la teoria del crecimiento optimo se mantienen si se las utiliza como
criterio de bienestar (Beals y Koopmans, 1967 e Iwai, 1972).

Es el propdsito del presente trabajo cerrar la brecha entre los dos
enfoques, demostrando que un proceso de pasaje al limite apropiado nos
permite definir una funcion de bienestar para tiempo continuo con una tasa de
preferencia temporal variable. El resultado principal consiste en que los
supuestos de estacionariedad y no complementariedad limitada en el tiempo
implican que la utilidad prospectiva de un programa de consumo que se
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extiende desde el presente hasta el futuro ilimitado, puede ser evaluada como el
valor inicial de la solucion de una ecuacion diferencial que relaciona el
incremento marginal en la utilidad prospectiva debido al adelanto del programa
al nivel de dicha utilidad y de la utilidad instantanea de la canasta de bienes
descartada por tal adelanto.

La propiedad de perspectiva temporal puede entonces ser caracterizada
de manera muy sencilla por la condicion de que para alguna representacion de
las preferencias la tasa de preferencia temporal debe ser positiva.

Resultados para la teoria del crecimiento obtenidos anteriormente
ilustran la utilizacion de una forma simplificada de tal funcién de bienestar. En
el caso de una tasa de preferencia temporal que aumenta con la tasa de consumo
(Uzawa, 1968) los resultados son similares a los usuales; en cambio si la tasa
de preferencia temporal disminuye con la tasa de consumo (Mantel , 1967¢)
aparece la posible dependencia de las trayectorias limites de las condiciones
iniciales, pudiendo apreciarse que ¢l comportamiento cualitativo de las
trayectorias de crecimiento Optimo es similar al descripto por Beals y
Koopmans (1967) e Iwai (1972) para el caso de tiempo discreto. Esto se
confirma con resultados recientes para la teoria del crecimiento optimo
utilizando preferencias como las presentadas en este ensayo (Mantel, 1967b,
1992).

Limitaciones de espacio no permiten presentar demostraciones
detalladas de las aseveraciones aqui vertidas. Muchas de ellas se hallan en un
trabajo no publicado (Mantel, 1967a). Como en otro trabajo no publicado
(Mantel, 1970) solo se presentaran los resultados, con algunas indicaciones
sobre las principales lineas de razonamiento que permiten inferirlos.

1. El modelo: definiciones y supuestos

En las fineas que siguen nos ocuparemos de programas de consumo:;
éstos son elementos X, y, z del conjunto de programas de consumo X. Cada uno
de estos elementos es una funcién de la linea real no negativa en el conjunto de
consumo, un subconjunto acotado del espacio de mercancias n-dimensional. Los
puntos sobre la recta real seran interpretados como tiempo; por duraciones de
tiempo queremos significar las longitudes de intervalos no degenerados . Los
valores de x en X en todo momento t se denctaran con x(t) una canasta de
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mercancias y como tal un vector en el espacio de mercancias. A veces nos
referiremos a secciones de programas; se trata de funciones definidas sobre
subintervalos del eje temporal. De tal modo, x, representa la seccion de un
programa con dominio restringido al intervalo comenzando en t y finalizando en
s, incluyendo el punto inicial pero no el final. Cuando el primer subindice es
nulo se lo omitira, como se hara con el segundo cuando es infinito. Expresiones
tales como (,y,, 1z) deben interpretarse como un programa de consumo x para el
que x(v) = y(r+v) para 0<v<s-r, mientras que x(v) = z(r+t-s+v) para s-r<v. La
misma expresion que termine con un subindice finito significa que la seccion
entre paréntesis, denominada en este caso el patron del programa, debe ser
repetido indefinidamente; el programa mismo se llamara programa repetitivo de
periodo s en el caso en gue su patron es x,, de modo de tener y = (x,) = (x,, X,,
S

Se supondra en todo €l ensayo que los programas de consume son de
variacion uniformemente acotada en intervalos de tiempo compactos, en el
sentido de que existe una duracion de tiempo T y una cota M tal que cualquier
programa x en X es la diferencia de dos programas no decrecientes en cada una
de sus coordenadas x = p - n, tales que la variacion v = p + n satisface' para
todo t no negativo,

(M (T —vir)] < M.

Definimos la distancia entre dos programas como
t+T

@ dx,y)=sup, [/x(s)-yls)ds

esta definicion asegura un tratamiento igualitario a todas las generaciones. Debe
hacerse notar que promediando las normas permite que un programa esté cerca
a un pequeiio desplazamiento de si mismo ain en caso de no ser continuo, y que
puede ser aproximado por programas constantes por tramos. Esta propiedad no
es compartida por una funcién de distancia como es sup |x(t)-y(t)|. La
duracion de tiempo T aparece en la definicion (2) Gnicamente por conveniencia,
y podria ser reemplazada por cualquier otra constante positiva.

! Aqui, para un n-vector b, Ib] deneta la norma 3z |bl\ .
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Siguiendo de cerca la presentacion de; modelo para el caso discreto de
Koopmans (1960) y de Koopmans, Diamond y Williamson (1964), podemos
suponer que el ordenamiento de preferencias del conjunto X de programas de
consumo satisface los siguientes postulados; para una discusion mas completa

de estos se refiere al lector a los articulos mencionados.

P1 (Existencia y continuidad); Existe un funcional de utilidad W()
definido para todo x en X. que satisface la condicion de Lipschitz

Wix)-Wiy)<Kd(x.y)

para alguna constante K.

El valor del funcional W() para x en X se denomina utilidad
prospectiva, o bienestar, de dicho programa. La utilidad inmediata o instantanea
de una canasta c en el espacio de mercancias es el valor de la funcién real u()
en ¢, definida como la utilidad prospectiva del programa que ofrece d icha
canasta en todo momento, es decir,

G)  ule)=W(c}

donde hemos identificado, como haremos con frecuencia, al programa constante
con la canasta que dicho programa ofrece. Del mismo modo definimos la
utilidad inmediata u(x) de la seccién de programa x, como la utilidad
prospectiva W(x,} del programa repetitivo (x,} que tiene x, como su patron.
Debe tenerse en cuenta que los dominios de todas estas funciones no son los
mismos, asi no surgiran confusiones.

P2 (Sensitividad). Existen dos programas que coinciden el uno con el
otro a partir de cierto instante, tales que

W(x) > W(y)

Este postulado significa que para estos dos programas existe un
momento s tal que

Wx;, sy} > Wi(y)
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P3 (No complementaridad limitada). Para todas las duraciones de
tiempo s, y para todos los programas x, y en X, y todas las canastas de
consumo b, ¢.

Wi(b,,x} = Wic,,x) implica W(b,,y) = W(c,.y)

P4 (Estacionariedad). Para todas las duraciones de tiempo s. y todos
los programas x. y en X,

Wi(x) = W(x,,y) si, y solo s1, W(x) = W(y)
P5 (Programas extremos). Existen x, x en X tales que para todo x en X
W=Wx< W) sW(x)s (W)

Estos postulados son esencialmente los propuestos para tiempo
discreto, excepto por el pequefio refuerzo de Pl requertdo para la existencia de
la derivada con respecto al tiempo del bienestar considerado como una funcién
del momento de iniciacién de; programa. Los postulados P3 y P4 han sido
alterados de modo de simplificar su forma, pero tomados en conjunto son
equivalentes a los postulados originales para tiempo discreto. La condicion
agregada en P3, que la comparacion se limite a programas que son inicialmente
constantes, es esencial; sin ella, los postulados implicarian que la funcion de
utilidad puede ser representada como aditiva, expresada como una suma de
utilidades instantaneas descontadas a una tasa constante.

Es facil ver que si consideramos una duracion fija de tiempo cualquiera
s, y si requerimos que los programas sean constantes excepto en mstantes que
son multiplos enteros de dicha duracion, estos postulados implican los
postulados para tiempo discreto. Por ello los estudios previos mencionados
estan disponibles a fin de deducir los resultados correspondientes para tiempo
continuo, de modo que en las secciones siguientes nos basaremos explicita o
implicitamente en los mismos.

2. Estructura de la utilidad ¢on tiempo continuo
Para cualquier programa x en X dado podemos considerar el nivel de

bienestar W(;x) del programa de el obtenido si se lo adelanta en un periodo t
como una funcion de la duracion de la seccion x, de dicho programa que se
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perdiera debido a tal accion. Esta funcion satisface Ia condicion de Lipschitz
con constante KM, ya que para un € positivo arbitrario existe un t' tal que

t'-T
W(.., %)~ W(,x) <Kd(,, %, ) <K [[x(r+s)-x(r)]dr+s

U+T

=K ﬂp(r +5)—p(r)-n(r+s)+n(r)|dr +e

T
<K ﬂv(r +s)—v(r)ydr+g
"

t'+s

=K j}v(r +T)—v(r)|dr+e <KMs +¢

Esto implica que su derivada, es decir la tasa de aumento en utilidad
prospectiva debido al adelanto del programa W(x) = dW(x)/dt existe excepto
en un conjunto de medida nula, y esta acotada uniformemente.

Una aplicacion repetida de los postulados de estacionariedad y de no
complementaridad limitada nos permite afirmar la siguiente

Proposicidon 1. Para todas las canastas de mercanclas b, ¢; todos los
programas X, y; y todas las duraciones de tiempo t, s, se cumple que

Wib, x) 2 W(e, x) s, ysolost Wb, y) 2 Wie, y)

Por medic medio de un razonamiento similar al de Koopmans (1960)
puede demostrarse entonces que

Proposicion 2. Para todos los programas x, v todas las secciones de
programas y;, donde t es alguna duracion de tiempo,

limy, . W((y)",x) = u(v)

Aqui definimos a (y;)" como la seccién de programa consistente de la
seccion de programa y, repetida n veces; u(y,) la utilidad de un programa
indefinidamente repretivio con patrén y,, ha sido definida anteriormente. Como
corolario del resultado anterior se obtiene, como caso especial,
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Proposicion 3. Para todos los programas x, y todas las canastas de mercancias
<,
lim,_,., W(c,x) = u{c)

En otros términos, la utilidad de un programa que se pospone
indefinidamente, introduciendo al comienzo de la seccion de un programa
constante por el intervalo de tiempo que hay que esperar el nuevo comienzo,
tiende a la utilidad de dicho programa constante. Las proposiciones 1 y 3
implican entonces,

Proposicién 4. Para todos los programas x; todas las canastas de
mercancias b, ¢ y todas las duraciones de tiempo t,

Wib,, x) = W(c, x) si, v solo si u(b) = wc)

Esta claro que nuestros supuestos sobre el espacio de programas X,
junto con el razonamiento al comienzo de la seccion, implican que para

cualquier par de programas x, y en X, las derivadas W(, x )y W( ) existen,

y las funciones x, y son continuas en todo instante t excepto posiblemente en un
conjunto nulo. Excluyendo de nuestra consideracion tales momentos irregulares,
supongamos que W(x) = W(y), y u{x(t)) = u(y(t)), e investiguemos la relacion
entre las derivadas.

Sean b = x(t) y ¢ = y(t) las canastas de consumo ofrecidas por estos
programas en el instante t. De (3) obtenemos, ya que u(b) = u(c), que W(c, 1y) =
W(b,, \y) para toda duracion de tiempo s, por lo tanto, aplicando el postulado de
estacionariedad a lIa igualdad entre utilidades prospectivas, deducimos que
Wic,, v) = W(b,, x). La siguiente cadena de relaciones puede entoces ser
justificada,

(/) W(,x) = W(_, %) = W(y)+ W(,_,¥) =1/ W(_.y) - W(_,x)
=1/ s)W(,.y)~W(e,.,y) - W(,_,x)+W(b,, x)

<(K/8)[ (y(t=v) =y ()] +[x(t—v) - x(t)ldv

=K(y(t—v) - y(t) +[x(t - v) - x(t))
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para algun 0<v<s La continuidad de los programas en el instante t implican,
entonces que W(x) = W(,y). De tal manera, el aumento en utilidad debido a un
adelanto infinitesimal del programa depende solo de la utihidad prospectiva del
programa y de la utilidad inmediata de la canasta de consumo que se pierde al
comienzo, para casi todo t. Esto puede ser expresado por la funcion de
agregacion F() que satisface la

Proposicion §. Para todos los programas x,

@ W(x)= Flu(x(t)W( x))

para casi todo t. Ademas, para todo t,
Gy  W<W(x)<W

De esta manera tenemos una descripcion completa de la funcién de
utilidad en terminos de una ecuacién diférencial.

Puede demostrarse que F(u,W), la tasa de aumento en el bienestar
debida al adelanto del programa, satisface las condiciones resumidas en la

Proposicién 6,

a) F() es continua:
1) enuparacada W
2) en W para casi cada u
3) conjuntamente en u, W cuando u=W.

b) F() es estrictamente creciente en su primer argumento, para casi

cada W.
¢) la ecuacion F(u,W) = 0 vale cuando, Y sélo cuando, u = W.

3. Perspectiva temporal

A fin de simplificar el analisis de modo tal que lo esencial del
razonamiento pueda ser presentado en unas pocas lineas en esta seccion
supondremos que la funcion F(.), que indica la tasa de aumento en el bienestar
debida adelantar el programa, vy su derivada con respecto a su segundo
argumento, Fw(), son conjuntamente continuas en sus argumentos.
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Daremos a Fw{.) el nombre de tasa de preferencia temporal instantanea,
Esta interpretacion sigue de la ecuacion variacional
3W = 6,F + Fy0W
obtenida de (4), y que una vez integrada proporciona

W(x) = T exp(—j F,,ds)8, (—F)dt

aqui 8,F representa el incremento en F debido a una variacion en x. La integral
es el valor actual de una corriente de “ingresos”, “descontada” a la tasa Fw.
Esta tasa de descuento subjetiva es independiente de 1a escala en que se mide la
utilidad cuando u = W también en un sentido de promedio, la tasa de
preferencia temporal media

(1/)f Fydv
Q

esta bien definida (ie. independente de la particular representacion de las
preferencias elegida) cuando x(0) = x{(s) y W(x) = W(;x) como en el caso de
programas repetitivos.

Por extension, llamamos a Fy tasa de preferencia temporal para todo u,
W, ann cuando en el caso general su valor depende de la escala de utilidad.
Quiza alguna cantidad independiente de la escala seria mejor candidata para tal
nombre, pero la nuestra tiene la ventaja de la simplicidad. Para programas
repetitivos o constantes el resultado es invariante con la escala.

Es obvio que como consecuencia de las condiciones b) y ¢) de la
proposicion 6. la tasa de preferencia temporal Fw(W,W) es positiva. Esto es un
caso especial de

Proposicién 7. Para niveles u' > u” fijos, la razon
(6) r=-F(u’ W)/ F@u',W)

es positiva y estrictamente creciente en W, para u' > W > u’.

Esta proposicion puede ser parafraseada como sigue. Definimos una
trayectoria de consumo oscilante como el limite de un programa repetitivo
cuando la duracién de su patron es reducido a cero. Dadas dos canastas de
consumo tales que u(c) = u' y u(c®) = v, supéngase que el patron consiste de ¢’
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durante una duracién de tiempo s, v de ¢* durante una duracién de tiempo t,
elegida de modo tal que

W =u(cl,c})
La trayectoria oscilante correspondiente (que en general no sera un programa)
es

M 1 2
lim st (Cs, C

§7 7t
Bajo nuestros supuestos, lim_, _(s/t)=r.

En otros términos, r es la duracion durante la que se ofrece la canasta
con utilidad inmediata u', en relacion a la duracién durante [a que se ofrece la
canasta con utilidad inmediata u®, en una trayectoria oscilante con utilidad
prospectiva W. La proposicion 7 nos dice que un aumento en la utilidad
prospectiva de una trayectoria oscilante requiere un aumento en la duracién de
tiempo durante la que la canasta es ofrecida, en relacion con la de la otra
canasta. Si se reemplazan secciones malas de una trayectoria oscilante por
secctones mejores se obtiene una mejora en el bienestar.

Como corolario tenemos

Proposicion 8. Existe una representacion del bienestar tal que Fu{u,W)
es positiva para todo u. W en el intervalo

(W, W).

Este resultado puede inferirse de la Proposicion 7 que implica
Fyo(u' W)/ F(u' W) < Folu’ W) / F(u®, W) parau' > W >’
de manera que existe una funcion h(.) que satisface

@)
sup{ by (wW )/ E(uW )W <u<W }< (W ) <inf{ Fy (W )/ F(wW )| W <y <I¥ ]

para todo W en el intervalo (W,W ). Integrando dos veces hallamos un
funcion g(.Jestrictamente creciente, continua tal que g”(V)/(g’(V)) 2 = h(W) si
W=g(V); ysiademasu=g(v) y

©  F(v,V)=F(g(v).g(V)/g'(V)

entonces
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V=W/g'(V)=Fg(v),g(V))/ g (V) =F(v,V)

En consecuencia F'(v,V) es la funcién de agregacion al funcional de
utilidad V(x) tal que W(x } = g(V(x)), representando las mismas preferencias.
Nétese que por construccion F’y es positiva.

Una comparacion con el caso de tiempo discreto muestra que la
existencia de una transformacion para la que Fyw es positiva es equivalente al
concepto de perspectiva temporal dado por Koopmans, Diamond y Wiliamson
(1964). En efecto, para cualquier funcion de utilidad definida para tiempo
discreto, es posible hallar muchos funcionales de utilidad definidos para tiempo
continuo, que una vez restringidos a programas constantes a tramos se reducen
a las preferencias originales. Este hecho puede ser utilizado cuando sea
necesario computar una transformacién de la escala de utilidad que evidencie la
propiedad de perspectiva temporal.

4. Conclusiones

Hemos visto que es posible definir funciones de utilidad para tiempo
continuo con una tasa de preferencia temporal variable, en un todo de acuerdo
con la situacion reinante para tiempo discreto. Se espera que su aplicacion a
teoria economica nos provea de nuevos conocimientos. Se han dado resultados
para la teoria del crecimiento economico (Mantel, 1967b, 1967c, 1992); en
particular es de hacer notar que cuando se permite que la tasa de preferencia
temporal varie, un pais puede decidir no emprender el esfuerzo que representa el
desarrollo economico cuando su dotacion inicial de capital esta por debajo de
cierto nivel critico. Por otra parte, si estuviera por encima del nivel critico,
puede aceptar el sacrificio de su generacion presente en aras del bienestar de las
generaciones futuras, Es imposible obtener tal resultado con una tasa de
preferencia temporal constante en el caso de una tecnologia neoclasica sencilla.
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