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EL PROBLEMA DE LA INTEGRABILIDAD DE FUNCIONES DE
DEMANDA

ROLF R. MANTEL

1. El probiema

Tipicamente -en la teoria del consumidor- integrar un sistema de
funciones de demanda requiere resolver un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales. El objetivo de este ensayo es demostrar que tal procedimiento es por
demas complicado, pudiendo hallarse la solucion por medio de una gcuacion
diferencial ordinana.

Frish (1959), en un apéndice poco conocido a un importante articulo,
di6 un ejemplo de la existencia de una funcion cuya maximizacion sujeta a la
restriccion de presupuesto reproduce la funcion de demanda original, pero a
pesar de ello no coincide con la funcién de utilidad “recuperada” de la
integracion de la funcion de demanda. Es por ello que uno solo puede aspirar a
determinar una funcién de utilidad que genera la demanda, no “la” funcion de
utilidad, ya que ésta no requiere ser necesariamente transitiva. Dada una
funcién de demanda y una funcion de utilidad que la genera, existen
innumerables preferencias (en general no transitivas) que generan la misma
demanda. Si no se puede postular la existencia de preferencias transitivas, nada
se puede decir sobre cual de ellas es la relacion de preferencias que genero la
demanda. Sin embargo en la practica este problema no es de mucha relevancia
-a los fines de predecir el comportamiento del consumidor no es necesario
saber cuales son sus verdaderas preferencias, sino cémo reacciona frente al
ambiente en que le toca actuar-, Por supuesto para llegar a conclusiones
normativas es necesario saber algo mas sobre las preferencias. En este caso, la
observacion del comportamiento de los consumidores no es suficiente para
revelar sus preferencias a menos que se esté dispuesto a efectuar hipotesis
adicionales.
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2. Funciones de demanda generadas por funciones de utilidad.

Para una descripcion mas detallada de los conceptos que siguen, véase
la obra de Varian (1992), y el excelente panorama histérico de Hurwicz en el
capitulo 9 del libro editado por
Chipman, Hurwicz, Richter, y Sonnenschein (1971).

Definicién 1: Una funcion v: R™ — R es wna funcion de utilidad indirecta
sl

a. es homogenea de grado 0 en sus argumentos (p, m)

b. es cuasi-convexa

C. es creciente en m, decreciente en p.
Si vfp,m) es una funcién de utilidad indirecta, se sabe que

a. Existe una funcion de utilidad directa u: R" — Rtal que
v(p,m) = mgx{u(x}px < m}

b. su inversa es la funcion de gasto e : R” x R -> R definida
como

e(pu)= mjg:{px_\u(x) > u}
y que satisface

vp,e(pu))=u e(p.v(pm))=m
3. Utilidad medida en dinero

Si v(p,m} es una funcién de utilidad indirecta, se sabe que si los
precios son g entonces el gasto necesario para alcanzar el mismo nivel de

utilidad es
wg; p.m)= elg,v(p,m))

Surge la pregunta de cuales son las propiedades que cumple esta
funcion, dado que el consumidor maximiza sus preferencias. Obviamente
a. Es homogénea de grado cero en (p.m) por serlo v()

b. Es homogénea de grado uno en g porque duphcar los precios
implica duplicar el gasto.
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c. Para g€ R"dado se comporta como una funcion de utilidad indirecta, por
ser e(p, u)creciente en u.

Dados los vectores de precios g, p y el ingreso m, definase el
vector y=qg—p;y sea M(I)E u(p+ ty;p,m) = e(p + 1, v(p, m))el Ingreso
necesario para mantener al consumidor sobre su misma superficie de

indiferencia a medida que se recorren los precios entre p y ¢, tomado ¢ los
valores entre 0 y 1, de modo que la utilidad indirecta es constante, es decir,

v(p,m)=v(p+1y,M(r))

Derivando esta identidad con respecto a 1,

dM (¢
0=, (o 5. ME)+ v, (p+ 10 MO
Despejando la dertvada #M/dt se obtiene
am(t)  yv,(p+oy,M(t)
_ = M
una ecuacion diferencial ordinaria.'
Aqui se ha definido la funcién £: R™" — R” como

_ v,v(p’m)
é(P>m) = v (P,m)

El resultado cenocido en la teoria de la demanda del consumidor como
“identidad de Roy” permite afirmar que & es la funcion (= el sistema de
funciones) de demada del consumidor”.

4. Recobrando la funcion de utilidad

Teorema 2 Si la funcion de demanda §(p,m) es continua con derivadas
continuas, homogénea de grado cero, cumple con la ley de Walras

' El texto que sigue hasta la nota 2, no figura en la versitn editada por la AAEP, pero sucesivas
versiones del trabajo lo han incorporado
? Final de texto agregado.
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p/j(p,m) =m, y la matriz de Shusky §=¢&,+& E'es simétrica y
semidefinida negativa’, existen preferencias que la generan.

Demostracion. Sea y=¢- p, n(t) =p+iy,0<7<1 Consideérese
la ecuacioén diferencial

M (e) y (e ()M ()

dt
M) =m
Entonces M(!) dependera de g, p, m, es decir, M (1) = u(q; p,m) para

alguna funcion |1 R xR” x R - R Se debe demostrar que esta funcion py)

cumple con las siguientes condiciones.

a. p(.) es homogénea de grado O en sus argumentos (p,m). Esto es una
consecuencia de la homogeneidad de grado cero de la funcion de demanda

0 b. Se cumple la identidad de Roy
§p.m)=—u,(q: p.m)iu,(q; p.m)
Para demostrar esto, se requiere la simetria de la matriz de Slutsky.
¢. Si la matriz de Slutsky es negativa semi-definida, entonces pu(.) es
cuasi-convexa en (p,m)
d. Falta demostrar que v(p,m) = u(q; p,m) es una funcién de utilidad
indirecta que genera la

funcion de demanda dada. Ello se deduce de las ecuaciones de Roy (1) y (2)
del apéndice, que tmplican que

__Vilo.m)
‘:E(p:m) = v (p,m)

Como v es cuasi-convexa, de aqui se deduce que &(p. m) maximiza la
funcion de utilidad

u(x) = m\{gl{v(p,m); px = m}D

* En general los vectores se toman como columnas. Las excepeiones son los de precios o los
expresamente indicados por €l apdstrofe () indicador de transposicién de matrices v vectores.

También se utilizan las siguientes abreviaturas &, = (65 ‘ /apj)y £, = ({35‘ /am)
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5. Aplicaciones.
Ejemplo 3 Estructura de demanda rigida (Leontief) Sea
m
E,t(psm) =—da g (p )
pa (P (pay ™

Por lo tanto,

M __ya_y M(0)=m
dt  pa+tya

implica

In(M /m) = ln{l + tEJ

pa
M(1) = ulg; p.m)=m T
pa
Fijando el valor de q se obtiene la funcion de demanda indirecta
v(p>m) = ﬂ
pa

correspondiente a la funcion de utilidad directa

ulx)= min{ ’“_}

g

Ejemplo 4 Funciéon de demanda homogénea de grado unitario en el

ingreso. Sea
&(p,m)=&(p)m
%;f = y&lp+1yM

Ello implica que

de modo que

1
In(a{1)/m)= [ ve(p+ 1)t = Indlg: p)
En consecuencia ia funcion

wlg; p.m)=m¢lg, p)
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es homogénea de grado unidad.

Ejemplo 5: Funcion de demanda con elasticidad-precio propio
unitaria. En este caso’

E_,(p,m): P lam :{‘?; }m a, >O;Za,. =1
p 1

i

provee la ecuacion diferencial

dM Z a }y j
—— = ﬁv....__M
con solucion

In{M(1)/m)= Za ln(1+t‘ J

P
equivalente a

g,\"
ulg; p,m)= mH(’J
;AP
funcién que corresponde a preferencias del tipo Cobb-Douglas.

Ejemplo 6: Elasticidad unitaria, una vez satisfechas las necesidades
basicas. Aqui

* El acento circunflejo (™) sobre un vector representa la matriz diagonal con las coordenadas del
vector a lo largo de su diagonal principal. Por ejemplo,

P, .. 0
0 . p,
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E(pom)=x=a+Bpc(m-pa)

px=pa+pBp~e(m—paj=m

- Z pibyc, 7
P,

B=1 x=a+ple(m-pa)

dmM AN
“JF:)’G+}’[P+WJ (M —(pa+tya))

dinfM —(pa+tya)) _ Z Y;¢;
dr Py,

! !
In(M —(pa+wa)l, = ¢ In(p;+v,),

M(1)-ga ZH{q—"T

m-—pa P,
6. Conclusiones

Hace muchos afios el autor envié una version preliminar de este
trabajo -para el caso de funciones de demanda linealmente homogéneas en el
ingreso (Mantel (1968) )- para su publicacion en Econometrica. El referee
informo que el resultado era ampliamente conocido; no teniendo acceso a una
biblioteca especializada en Buenos Aires, el tema quedd alli. Sin embargo, con
posterioridad se publico el libro editado por Chipman, Hurwicz, Richter, y
Sonnenschein (1971) en el que Uzawa corrige un error en su demostracion
anterior, donde se continua utilizando ecuaciones diferenciales parciales.
Después de todo ese tiempo incluso en textos avanzados y actualizades como
el libro de Varian (1992) se sigue demostrando la existencia de una funcion de
utilidad que racionaliza las funciones de demanda por medio de sistemas de
ecuaciones diferenciales parciales. Es posible que al menos en las
presentaciones del problema a alumnos, sea mas sencilla la utilizacion de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Se deja al lector el decidir si el presente
trabajo realmente ofrece una altemativa mas sencilla a un tema que siempre
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fue engorroso, desde el momento en que el mismo Pareto cometiera el desliz
que indujera a la intervencion de Volterra.

7. Apéndice

A continuacion se presenta el detalle de las demostraciones anunciadas en
el texto.
a. Homogeneidad de (). Sea

t AT

t+A(1=1) A +l-r

r

!
de modo que N(f)=—AM (1) satisface la ecuacion diferencial

dN(t) dM (1)
et dr
=lq-pi(1-(1-A)z)+(1-2)( p+i(q-pif(p+2(q-p)M(7))

—[1-c1- 4] HI=AIM(T)

=(q—-ApJ)§ %[pﬂ(q—p)lN(t)}

=(q-Ap)lrt+ act-1) p+ig—1p,N(1)]
=(q-Ap)[Ap+icq—p) N(1)]
con Ja condicion inicial N(0) = Am . En consecuencia,

N = 1M(l) =M(1)T
b. Identidad de Roy. Sea S = §'. Definase
o=M,E" +M , ~(1-1)¢

donde los argumentos de las funciones indicadas con el indice ° se evaliian en
el punto (7, M)° =(p,m) . Entonces

@° =1.£°+0— (1-0)&° =0,
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do o dM, dM, dx
—— = T f1-1)—+
d dt dt ( )dt d

dt
L EYE M, (A E—t) 4 yEM ) (1 )(E, y+ &, YE)+E
(e Neom, M ~(—)E] e (1=1fg; ¢, - £,& + &y

=(y¢, Jo + (1 -2)s=S]y
=(yé, o

de donde @ =0 para todo f, ya que ésta es una solucion —trivial— de la
ecuacion diferencial, y se sabe que tal solucion es unica. En otros términos,

M, +&M, =(1-1k,

y en especial, para /=1,

M, +&M, =0
E! resultado surge de observar que
p,=M, n, =M

c. W(.) es cuasi-convexa. Derivando la ecuacion de Roy (1) se
obtienen las dos relaciones

1 0 | 10
Mpp +&.! Mmp _—Mmép
1 1
Mpm t éoMmm = _Mrlng(r)n
Multiplicando la Gltima relacién por £ y sumando,
M)+ MLET +ETM S EM) EY = M (ED + 08" )= -M S,
Esta matriz es positiva semi-definida por serM ] >0; como u=M !

es homogénea de grado cero, el resultado sigue.l]
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