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AGREGACION DE BIENES PERFECTAMENTE
COMPLEMENTARIOS

ROLF R. MANTEL'
1. Resumen e Introduccién

De una investigacion del presente autor (1965) es sabido desde tres
décadas que una economia Arrow-Debreu con un numero finito de agentes
puede ser descripta por completo -desde el punto de vista de los niveles de
utilidad alcanzables- por medio de una transformacion de coaliciones en niveles
de utilidad.

También fue demostrado por el autor (1991) que la naturaleza de tal
descripcion no permite distinguir la economia resultante de una economia
competitiva de intercambio puro -es decir, una sin actividades productivas- aun
si se restringen las preferencias de los consumidores a mercancias que son
complementos perfectos. Esto significa que son del tipo Leontief, con "curvas"
o superficies de indiferencia con angulos rectos.

Es el proposito de la presente investigacion demostrar que el resultado
precedente es aun mas generalizado, ya que también es valido para el
comportamiento de los mercados. Cualquier funcién de demanda excedente que
satisface la ley de Walras puede ser descompuesta en funciones de demanda
excedente individuales provenientes del tipo de preferencias mencionado; para
tal descomposicién solo es necesario considerar individuos que consumen bienes
en proporciones fijas.

Este resultado extiende el conocido en la literatura por los nombres de
Sonnenschein-Mantel-Debreu. Como se recordara, Sonnenschein (1972)
conjeturd que es posible descomponer funciones de demanda excedente de
mercado en funciones de demanda excedente individuales racionalizables, v lo
demostré para funciones que son polinomios. El presente autor (1974)
demostro que son suficientes dos consumidores por cada mercancia. Finalmente
Debreu (1974) demostré que basta con un consumidor por cada mercancia.

Paralelamente, estas mismas investigaciones fueron proporcionando
distintos requisitos de continuidad para las funciones a descomponer. De los
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polinomios de Sonnenschein, el presente autor solo requirio segundas derivadas
acotadas, mientras que Debreu no utilizd mas que la continuidad. En el estudio
de McFadden, Mas-Colel! y Richter en colaboracién con el autor [1974] se
extienden estos resultados a funciones de demanda excedente acotadas
inferiormente.

La extension presentada en esta investigacion es a una situacion en que
se imponen restricciones considerablemente mas duras sobre el comportamiento
individual, al costo de un numero de agentes mas elevado.

En Ia seccion 2 se presenta el modelo a utilizar. La seccion 3 demuestra

el caso especial de dos mercancias, y la seccion 4 el de tantas mercancias como
observaciones. La seccion 5 se refiere a cuando hay mas observaciones que
mercancias; sélo fue posible demostrar el resultado para tres mercancias y
cuatro observaciones, por lo que se presentan simulaciones para otros casos, y
se conjetura que el resultado es valido cuando el numero de observaciones es
finito. La seccion 6 presenta algunas conclusiones, mientras que la seccion 7
incluye un apéndice con resultados matematicos necesarios en el texto. Al final
se incluyen las referencias bibliograficas.

2. El Modelo

Sea n el nimero de mercancias, y m el namero de consumidores. Si las
preferencias de los consumidores son del tipo de Leontief, i.e. cada consumidor
demanda los bienes en proporciones fijas, entonces la funcion de demanda
individual es

ul i p “’,7 i
fip)=a -~  —w (D
pa
de modo que la funcion de demanda excedente agregada puede ser escrita como
sigue
1

£(p)= A(A':pj Wp-Ws ()

En esta expresion A es la matriz de preferencias, con el.vector de
proporciones demandadas @' R” como su i-ésima columna, y ¥ es la matriz de
las dotaciones, con la dotacion mictal w'e R® del consumidor 7 como su i-ésima
columna, para i = I, .., m El apostrofe { ' } indica la transposicién de una
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matriz o de un vector, un acento circunflejo (~) denota a una matriz diagonal
con los elementos del vector bajo el acento a lo largo de su diagonal principal, y
el vector s £ R” es el vector suma, de dimension conformable con la matriz
cuyas columnas han de ser sumadas y con todas sus coordenadas iguales a la
unidad.

Si se dispone de m observaciones p’, ... p™ sobre vectores de precios y
las correspondientes listas de demandas excedentes agregadas se encuentran
disponibles, surge la pregunta de si es posible hallar dos matrices positivas
A, W, ambas de dimensiones » x m, tales que la funcidén de demanda excedente
arbitrariamente dada iguala a la expresion indicada en la ecuacion (2) en los m
puntos seleccionados. Notese de las funciones de demanda excedente
individuales mostradas en la ecuacion (1) que los vectores /' =f (p' ) son
funciones lineales del vector w = vec(W#) € R*™ formado apilando una sobre otra
las columnas de la matriz .

Pregunta: ;Se puede elegir 4 > 0 de modo tal que el rango de este
operador lineal es (n-/) x m? Notese que no puede exceder este valor puesto
que la relacion pffp) -~ 0 vale para cada vector de precios. Esto se debe a la ley
de Walras (W), como puede verse premultiplicando la funcion de demanda
excedente agregada en la ecuacion (2) por el vector de precios p. Para cualquier
cantidad de mercancias », si solamente estd dado un vector de precios, p,
tomese como dotacion w cualquier vector positivo que satisfaga la relacion w >
-f(p}, y definase a = w- f(p). Entonces

P —wifip)
pa

ya que p. a = p. w gracias a (W).

El resultado buscado es demostrar que si se permite un numero
arbitrario de consumidores cualquter funcion de demanda excedente conocida en
un numero arbitrario de puntos es posible.

Esto implicaria que entre otros muchos el ejemplo de Debreu

f(p)=maxf0l—ojp - po|{I — pp')a
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con | pﬂz =p'p=1 puede ser descompuesto con funciones de demanda excedente

individuales racionalizables, si solamente se observa un wumero finito de
vectores de precios.

A fin de simplificar el problema, notese mirando la funcion de demanda
excedente agregada definida en la ecuacion (2) que si A W resuelven el

problema, asi también lo hara el par A W+AL para cualquier heR" En
consecuencia no es necesario considerar explicitamente la restriccion de que las
dotaciones niciales deben ser positivas, ya que cualquier matriz de dotaciones

puede ser transformada en una que es positiva sumandole un multiplo de la
matriz —positiva- de preferencias.

3. Dos Mercancias

A fin de describir el problema en R°, sea dada la funcion arbitraria
f:R.—>R. Se interpreta p = p, como precio del bien 1, f{p) = fi(p) como funcion
de demanda excedente del bien 1. El precio de la segunda mercancia se
normaliza tomandolo como unidad o sea P, = 1, También se normializa la
utilidad igualandola a la cantidad del bien 1 deseado por cada consumidor. Si
hubiera m observaciones sobre el precio de la primera mercancia v si la matriz
2 x m de dotaciones iniciales tiene los vectores u. v € R” como sus filas, el
problema se reduce al siguiente.

Hallar la solucton de

f= Z{pu +v ( +a!)—uf]

hallando el vector desconocido #, donde se defina 4, =v,— u, . a,, para que estas
ecuaclones sean valida para j = /..., m. Supongase —¢ésto no afecta la
generalidad del argumento- que los precios se hallan ordenados de manera tal
que 0 < p; <p; <..<p,. Ental caso existen varias posibilidades.

3.1 Solamente la demanda excedente correspondiente a un precio esta dada
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Es decir, m =1. En tal caso
f=b/p-a

para demsotrar que en este caso una solucion existe, tomese cualquier a >0, b=

fpra)
3.2 Esta dada la demanda excedente para dos precios

En este caso m=2, de manera que si f; = f{p,) se tiene

fi=bi/(piray) - by (piray

fg = b},-’l (pg*ﬂ'}) + bzf’ (PQ*”Z)

La matriz de coeficientes de este sistema lineal en las dos incognitas &;,
b tiene un determinante Der dado por

(pi+az) (pzray) (pitay) (p2taz).Det =
={p;+ax) (pra;) - (p,+a;) prraz) =
=pra T paa;-prax-paa; =

= (p1-p2).(a;-az)

de modo que Def #0 si, y solo s, a; #a, con p; #p;

¢ Ejemplo. Consumidores especiales. Para cada precio p para la primera
mercarncia hay un consumidor que desea dicha mercancia en la proporcion p
a la segunda mercancia. En otros términos, a; = p; ¥ ), de modo que

fi=b/ (pitpd + b (pitpy)
=0 (pa—pi) + by (paepi)

L1=2pi(prtpa) fr = (Pitpa) byt 2 prbo
82=(p2pi) 2p2 fo=2p2by + (prepa) by

Equivalentemente,
Db;=(pi+p) gi-2p: g
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Dbs=(ptp) &:-2 1 &
D=(pitp) —4p pr =01 P

3.3 La demanda excedente estd dada para m precios

En este caso se tiene
m
.fz - Zb; / (pr +a‘!)
i1

de modo que si hay tantos consumidores como precios, si las constantes g; se
asignan arbitrariamente (aunque todas diferentes), un conjunto de numeros b;
que resuelven estas ecuaciones siempre existe, puesto que la matriz formada por
los coeficientes del sistema es una matriz de Hilbert generalizada. Como se
demuestra en el apéndice, tales matrices son regulares.

) Ejemplo. Las figuras muestran un ejemplo en el que m = 128
observaciones han sido simuladas en base a la funcién de demanda excedente
para la primera mercancia, mostrada en Figura 1, como funcion del precio p de
la segunda mercancia,

fAp-1)-p-23).(p-4) / (14"}

para pares de precios equidistantes sobre la interseccion del circulo unidad con
el cuadrante positivo. Las dos coordenadas de la funcion de demanda excedente
han sido representadas una en funcion de la otra en el primer panel de ia Figura
2, usando p como parametro. Normalizando como se indico anteriormente,

p- tan[i. 2_(’:”)] |

para i= 1, ..m. Eligiendo a, - p, para todo i, la matriz que debe invertirse

s
I'= l
p+a,

proveyendo asi el vector solucion b. Las coordenadas del vector » se han
representado como una funcion del logaritmo de los coeficientes de las
preferencias dados por el vector a en el segundo panel de Figura 2.
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El error absoluto maximo entre los valores dados de 7'y los calculados
por agregacion de las funciones de demanda excedente individuales obtenidas de
fa descomposicion es 0.0013, bastante bajo si se lo compara con el valor
absoluto maximo de £, 0.9368, especialmente si uno toma en cuenta el que la
matnz de coeficientes estd extrernadamente mal condicionada. La funcién de
demanda excedente se compara con la descompuesta en la figura 3, y el error
relativo se ha representado en la figura 4. En estos dos graficos, las dos lineas
punteadas paralelas al eje horizontal indican la region donde el error es menos
del 1%. Nétese que los picos que exceden dicho limite corresponden a puntos en
los que la demanda excedente es casi nula, como indica la curva de trazo
discontinuo también representada en la figura.

Fig.1: Demanda Excedente 1, funcion del precio 2

f(p
S
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Fig 2a: f2 vs. f1 ) Fig. 2b: b vs. log(a)
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Fig 4: Error(-) entre f(—) y K*b

015

ol . 1

F/K™b-1

3.4 La demanda excedente estd dada por un niimero « de precios

Aqui deberia resolverse el siguiente sistema de un sistema formado por
un oo numero de ecuaciones integrales (una para cada p),

F(p)=[lote)/( p+art)lat

Este sistema deberia ser resuelto para hallar las funciones desconocidas
@y a. La existencia de tales soluciones es una cuestion aun no resueita.

4- El niimero de observaciones coincide con el niimero de mercancias.

En este caso se tiene m = n. Definase #n = n-1, m = m =1. Los
coeficientes del sistema son los elementos de la matriz de m filas y columnas
compuestas a su vez de matrices de orden #

K[(] —rsap, )] ij=1,...m
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donde

A= (al,__.am),P = (p]i__'pm) e R:ﬂer
Para todo 7, j se define
1

V=T
l+ap,

Utilizando como pivote a la submatriz superior izquierda, y eliminando

la correspondiente fila y columna de matrices de orden n queda la matriz de

orden mx n
((Ygf-af-n'i))

Reordenando las filas, se obtiene la matriz

M = (@ ® Idiag(vec(T))(I ® ')
donde
& =dr- dp, =P P

y el simbolo (®) indica el producto de Kronecker de dos matrices. En el caso
m=# uno tiene entonces la inversa explicita

M = (o @ 1)(diaglvec(T)) " (1 ®(x')")

Nota: El presente caso es en cierto sentido similar al de un analisis
anterior (Mantel [1975]), donde se demostro que si el Jacobiano J de la funcion
de demanda excedente esta dada para cierto vector de precios p, entonces es
posible hallar » consumidores cuya funcion de demanda excedente agregada
tiene el Jacobiano ./ dado en dicho punto. La informacion contenida en los
coeficientes de J consiste del mismo nimero de parametros que el que se
requiere en esta seccidn, ¢so es, » vectores en R,

5- El mimero de observaciones excede el niimero de mercancias

La conjetura principal es la siguiente.
¢ Conjetura. Si las matrices A y P son totalmente regulares, y si m > n,
entonces K es una matriz regular.
Es posible demostrar que esto es verdad en los casos sigutentes.
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5.1 Dos mercancias
Aquin=2, Sea
_&a.f - l 1/ pi _ b

i

1

por lo que

1
det( K h,.det
/= 1_[ ’Jl{bf+aj}
_Hb .det oo ! 1 (b, +a))
b+a1 b,+a, b +a b +a,

*H H 1 et éi._aj +a.b, —b.a ”_?;f,’i
b, +a b +a, b, +a,

F=l

i»l

b, -b, c—a
L det™

1
L b ta, ”{[b} +a, J]

=[12. 15

b+a b+a

Como a; . by son positivas y difieren de a; b, respectivamente, se sigue
que el determinante de orden m, K, no es nulo siempre cuando el determinante
de orden m-1 en la ultima linea es distinto de cero, de modo que el resuitado
sigue por induccion.

. Definicion. Una matriz es regulor si tiene rango completo, i.¢. si su
rango iguala el numero de sus columnas o el de sus filas, cualquiera sea menor.

Notese que no es suficiente suponer que las matrices 4, B son
regulares; es necesario que todas sus submatrices sean regulares.

. Definicion. Una matriz es fotalmente regular si todas sus submatrices
son regulares
. Lema. Sea A una matriz totalmente regular, y sea S cualquier

submatriz cuadrada de S Si la columna j-ésima no esta contenida en S,
entonces el vector S & no tiene elementos nulos.

. Demostraciéon. Obviamente es suficiente demostrar esta proposicion
para el caso en que A tiene » filas y n+1 columnas y § consiste de las primeras
n columnas. Entonces S'4 = (I, f) para algin vector columna, 8. Es inmediato
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que A[ﬁ J _o. Si B tuviera una coordenada nula, despreciando la columna

correspondiente de la matriz 4 uno obtendria una combinacion lineal no trivial
entre # de sus columnas, y A no seria totalmente regular.

5.2, Tres mercancias
En este caso, n = 3.
5.2.1 Cuatro observaciones

En este subcaso m= 4, y uno requiere una expresion explicita para el
determinante

M = (a® I )diag{vec(T){ ® )
El elemento tipico de esta matrizde orden 7 m x n m=6x6 es

mf.ﬂ:,rq = a’l}' v i 'nqp

M- [[ay nD

Los simbolos a* =n* representan matrices cuadradas, no singulares

tales que a*o=(I,8) v n*n=(1,p). Estas matrices existen si son totalmente
regulares. Las propiedades del producto de Kronecker implican entonces que

(0" ® M1 @ w)= ((1.8) ® I )diaglvec(T){ © (1,p})

El determinante de este producto es

de modo que

'yi 0 0 0 I?)]W/]3 0

0 v, 0 0 0 Byv3
11 1 3 3

n=det(a’ ).det(M ).dei(n" )= V3P YaP: Oz ° Bly}fl PP
| 0 0 71 0 B:’_Yl 0

0 0 0 'Y; 0 Bzyg

0 0 7vip, vip: Buvipy Buvip,
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Utilicense las primeras dos filas para cancelar el resto de las primeras
dos columnas, vy utilicense las filas 3 y 4 para cancelar el resto de las columnas
tres y cuatro:

n 0 0 0 By, 0
0 y; 0 0 0 By
,YI,YS Y1Y3
0 0 0 0 B'[Yi - 31]}31 B}[Yg - 31 ‘Jpz
o= 1 2
w0 B.v: 0
0 0 0 ¥ 0 B.v2 |
3 2,3 i
T3Y YaY ;
0 0 0 O Bz[vi ;21 JP1 Bz[yg 322] 2|
1 2 |

de modo que
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i3 1.3 |
(V}W‘} (73—73251} 0 0
‘; Y Y2
| 23 2,3 ;
,Yg_YleJ (Y%YSZZ-J 0 0
= | T Y2
3
_h _ T 1 0
T 12 |
i 3 3 ‘
- e 0 1
1 1
Y1 ¥
En consecuencia,
o7 v 0
vvoov: 0 i
3 3
w02 B y)=- 20 - 1 o]
Ti i)
3 3
ho_hy Ll
Y1 Y2 :
s o (s onn s B
YT s i RE 2 i Y3 1
= Yy Y T Y
de mode que
“.,‘"‘J‘(Hizfl(ﬁrpl)r{izl Ylj ):
_ L[L;LL];(LLLLJ L[LLLLJ
w\nri rnr) n\nn dn) ol i
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Yy Wy V)

|

=y Vv: Vi
(ST TEFa T

’l+a1-p1 l+a,-p, l+a3-p]‘§i

:’:ll+a1 Py l+ay-py, ltag-p

l+a,-p, l+a,-p; l+ay p,
|

que no es cero si y solo si todos los factores, en particular todos Bi, piy el
determinante det(s.s'+ >'A) son todos diferentes de cero.

5.3 El caso general con mas observaciones que mercancias
En esta seccidn no se pueden ofrecer demostraciones. Sin embargo se

han llevado a cabo varios experimentos para distintas combinaciones de numero
de mercancias # y numero de observaciones n7.

1 i ’ i _
El modelo es f(pj):Z[ ; .a;a P’ —[}w =K-w una vez
eliminadas las filas y columnas de la matriz K correspondientes a la ultima
mercancia. Aqui p, @, estanen R" ; i, j=1, ... m; f, w R*",de modo que

A=(a, ot P=(pyp, ) ERTT

El rango r de K - la matriz que se espera resulte regular - ha sido
calculado para elecciones al azar de elementos positivos para las matrices A v
P, para todas las dimensiones hasta 10 mercancias y 40 observaciones. En
todos los casos el rango de K resulto igual al niumero de sus filas y columnas.
En el ejemplo mas grande, conn = 10 y m = 40, K es una matriz de orden 360
x 360 y de rango r = 360, aunque muy mal condicionada. Su descomposicion
en valores singulares (singular value decomposition) arrojo 42.4536 y 6.73853
x 10°° como sus valores singulares maximo y minimo, respectivamente, con una
relacion de 6300134 a uno. Este mal acondicionamiento no debe sorprender si
uno considera el caso de dos mercancias, donde la matriz tiene propiedades
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similares a los de una matriz de Hilbert, o si se observan las violentas
oscilaciones que muestra el segundo panel de la figura 2.

6. Conclusiones

Se han presentado argumentos para mostrar que la descomposicién de
funciones de demanda excedente, por medio de consumidores que demandan
mercancias en proporciones fijas es factible si

- para cualquier numero de observaciones, o bien hay dos
mercancias o hay tantas como observaciones, o

- hay tres mercancias y cuatro observaciones.

Ademas se han calculado ejemplos mostrando que una solucion al
problema existe si hay a lo sumo 10 mercancias y 40 observaciones.

La conjetura es que, genéricamente, siempre hay una solucién cuando el
numero de mercancias no excede al niimero de observaciones, y se permite la
presencia de al menos un consumidor por observacion.

Un interesante tema merecedor de una investigacién futura es si es
posible elegir vectores de precios en una grilla suficientemente fina vy
consumidores con preferencias apropiadas, de modo tal que la relacion entre
preferencias de los consumidores y sus dotaciones iniciales es snave. En ese
caso uno podria obtener una solucién con agentes cuyas caracteristicas serian,
en algun sentido, continuas. Pero se trata de una cuestion sin definir,

7. Apéndice
7.0.1 Matrices de Hilbert generalizadas

Sea
* Definicién. Una matriz de Hilbert generalizada es igual a

_ 1.,/(p, +a,) lff(p1 +am) :(h )
lfj(pﬂl +a]) 1f/(Fm +am) o

Definicion 1 donde

O<ay<ar< .. .<ap,
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0<pr<p2< .. <Pm

Una matriz de Hilbert generalizada es totalmente positiva (esto significa
que todos sus menores son positivos, ver por ejemplo [1959]). En particular, su
determinante es positivo, y por lo tanto la matriz es regular.

e Teorema. Una matriz de Hilbert generalizada H es totalmente positiva.
 Demostracién. Como cualquier submatriz cuadrada de una matriz de Hilbert
generalizada es también una matriz de Hilbert generalizada, es suficiente
demostrar que la matriz completa tiene un determinante positivo. A fin de
calcular det (H), sustraigase la primera fila de las demas de manera tal que los
elementos de la primera columna —excepto el de la primera fila- se anulen.

En tal caso
1/(P1 +al) l/(Pt +a2) 1/(P1 +am)
h, . h,
det (H)= det i s
0 h;nl h h'mm

Un elemento tipico de la fila i, colummna j , es
hf'.j = 1/(}); +aj)_(pl +a1)/[(Pi +a|XP1 "'a;‘)l
=(Pa' a; +ay ;- pidy _ajpl)/l(,pf +anP, +91XP1 +aj)]
:(Pz #pl)(aj —al)/l(pr’ +ajxpi +a1)(p, +aj)_|

Consecuentemente
ez e
pova, o pota | | pta;
donde
1/(}"2 +a2) 1/(P2 +am)
A =det )

1/(pm +a2) 1/(pm +am)

Obviamente el ultimo factor, A, es el determinante de una matnz de
Hilbert generalizada de orden m-I, mientras que los demas factores son
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positivos. Como el determinante de una matriz de Hilbert generalizada de orden
uno es ciertamente positivo, ¢l resultado sigue por induccion en m.
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