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EL MODELO GENERAL DE PRODUCCION Y CRECIMIENTO
PROPORCIONAL'

ROLF R. MANTEL

1. Intreduccién

El modelo de von Neumann [1937] es una de las primeras instancias
de lo que posteriormente se conoce bajo el nombre de analisis de actividades.
También es el primer modelo desagregado de la teoria del capital.

Las relaciones del modelo general de produccion estatico se describen
con las matrices no negativas de insumos de bienes producidos (' 4, de m filas
- una por cada producto- y # columnas - una por cada proceso productivo-), de
produccién (B, de m filas por » columnas), y de insumos de factores
originarios (7, de o filas -una por cada factor- y n columnas), respectivamente.

Dados los niveles de demanda final (c£R”) y los recursos productivos
(& R°), un plan de produccion factible consiste de una lista de niveles de

utilizacién de los procesos productivos ( x £ R” ) no negativa, de manera que se
cumplen las desigualdades x > Ax+c; {2 Tx . El problema analizado en el
caso estatico consiste en investigar las implicancias de la eficiencia productiva
en cuanto a la posibilidad de descentralizar las decisiones productivas por
medio de un sistema de precios implicitos o precios sombra.

En el presente articulo se tomara en consideracion que en general la
produccion requiere tiempo de una manera esencial, lo que convierte el
problema en uno dinamico. Hoy se producen los insumos para maiana, y lo
que es mas importante, casi todos los procesos productivos producen varios
bienes de manera simultanea, va que al final de un periodo no sdlo emergen
los bienes que son el objetivo final del proceso, sino tambien maquinas en
distinto estado de utilizacién -en general algo mas gastadas que antes- y de
bienes intermedios en distinto estado de elaboracion parcial. En consecuencia,
el supuesto de que cada proceso produce un solo producto es insostenible en
una economia en desarrollo; el concepto de bienes de capital aparece de
manera insoslayable.
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2, Evolucién temporat de la economia de von Neumann; crecimiento
proporcional

La introduccion del tiempo obliga a distinguir entre los vectores de
consumo y niveles de operacion de los procesos como sigue, donde las
relaciones del modelo general de produccion se han adaptado a las nuevas
circunstancias dinamicas,

k'l = By > Ax™! 4+ ¢t

[Hl 2 Tle

Se ha definido al vector k™' &€ R™ como el resultado de la produccion
durante el periodo ¢, disponible al final del periodo. Su interpretacion es la del
capital disponible al comienzo del periodo siguiente 1+1, necesario para los
fines de cubrir las necesidades de los niveles de actividad x*" .

Los teoremas fundamentales del algebra lineal y de programacion
lineal son validos para el analisis de la eficiencia productiva en este caso. A fin
de interpretarlos correctamente, es necesario considerar a bienes producidos en
periodos diferentes como bienes distintos, aun cuando se trate de bienes de
denominacion similar. No es igual desde el punto de vista econdmico, por
ejemplo, un automévil disponible hoy que un automévil disponible mafniana.

La aparente complejidad adicional del sistema comparado con el caso
estatico no modifica los resultados referidos a la eficiencia productiva; basta
con reinterpretar las variables, designando con nombres distintos a bienes
disponibles en momentos distintos, aunque se trate de un mismo bien.

A fin de introducir las dificultades de a una, se presentara aqui la extensién
mas sencilla del modelo estatico, analizando el caso de las economias que
Hicks [en Capital and Growth, 1965] ha denominado regularmente
progresivas. En tales economias las estructuras productivas y de consumo
permanecen constantes y todas las vartables reales se expanden
proporcionalmente de acuerdo con algin facror de expansion que se designara
con Y. Dicho factor de expansion es igual a la tasa de crecimiento

incrementada en una unidad. No se distinguira entre los casos de expansion
propiamente dicha, con factores mayores que la unidad correspondientes a
tasas de crecimiento positivas, y los de contraccién o de estancamiento, con
factores menores o iguales a la unidad y tasas negativas o nulas. Solo la escala
cambia de un periodo al siguiente. La definicién Hicksiana permite reemplazar
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las variables en el periodo f por su valor en un periodo determmado
multiplicado por y’. Por lo tanto, si z representa a una variable cualquiera, su

nivel en el periodo f serd y'z; reemplazando en el sistema de ecuaciones

anterior y dividiendo por ' se deduce que

yle+ Ax)< Bx =k
Tx<l ’

sistema de relaciones que por analogia con el caso estacionario puede llamarse
cuasi-estacionario. En dicho sistema todas las variables reales se expanden de

acuerdo con el factor v, es decir, crecen a latasa y - 1.

En los casos en que los recursos son fijos, si las tasas de crecimiento
son positivas, tarde o temprano el crecimiento de la economia estara acotado
por los factores de la produccion no reproducibles, es decir, estara limitada por
el factor de crecimiento mas lento. Por ello este ensayo se limitara a estudiar
los casos en que no hay bienes no producibles; al igual que en el modelo
cerrado de Leontief, se supondra que también la “produccion” de mano de
obra es endogena, generada por procesos de consumo que a cambio de bienes
producidos ofrecen mano de obra bajo la forma de un stock de habitidades
disponibles.

Siguiendo a von Neumann [1937] todos los bienes producidos se
representan por los acervos de los mismos existentes al final de cada periodo.
La produccion se lleva a cabo entre el final de un periodo, que coincide con el
comienzo del siguiente, y el final del periodo siguiente. En consecuencia, los

acervos de bienes disponibles al final del periodo 7, iguales a Bx' =k,
deben ser uficientes para cubrir los requisitos de insumos a ser utilizados

durante el periodo siguiente e iguales a Ax’" < k"' -recuérdese que entre los
insumos deben contarse los bienes de capital necesarios para llevar a cabo la
produccion, listindose entre los productos los mismos bienes con mayor
desgaste como si fueran bienes diferentes, distinguiéndose por gjemplo entre
tractores de una semana, dos semanas, etc., de uso-.

Como el sistema es cerrado, no hay consumo exogeno. Todo consumo
necesario para generar las distintas categorias de trabajo estd contabilizado
como insumo para los procesos correspondientes, de manera que las
restricciones de balance fisico de bienes del modelo estatico ahora se reducen
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a Ax' <k’ para el periodo inicial, dados los acervos &° heredados del

pasado, y Ax"' < Bx', para cada periodo ¢ subsiguiente.

Para €] caso de una economia regularmente progresiva -o regresiva- la
expansion proporcional implica que los niveles de produccién de cada periodo
se pueden obtener en base a los iniciales multiplicandolos por el factor de
expansion una vez por cada periodo transcurrido, siendo las restricciones para
cada periodo las mismas excepto por la escala. Si el vector x, no negativo y no
nulo, representa la estructura de los niveles de produccion durante algin
periodo, los niveles de produccion para el periodo siguientes seran vx | y la

desigualdad entre produccion de un periodo e insumos del siguiente se
simplifica a A(yx)< Bx .

3. Crecimiento proporcional a Ia tasa maxima

La pregunta que se formulara von Neumann consistié en Inquirir si
existe una tasa maxima de crecimiento compatible con una expansion regular
de la economia, y en casc afirmativo, de cuales son sus propiedades. El primer
interrogante es equivalente a inquirir si el siguiente problema de optimizacion,.

maximizar 7
sujeto  a (}fA - B)x <0
-85'x <41

x =240

tiene una solucion, siendo s'= (1,...,1)8 R™un vector que permite expresar la
suma del vector x como producto intemo. Nétese que la restricciéon sobre la
suma de las coordenadas del vector x de niveles de produccion se agrega a fin
de evitar que el mismo se anule, ya que en tal caso cualquier factor de
expansion seria factible; cual es la suma de las coordenadas no es importante,
ya que solo se requiere la estructura productiva, no la escala puesto que el
sistema es homogéneo.

En su articulo, von Neumann propone que las matrices de insumos y
de productos A y B, ademas de ser no negativas, cumplen con la condicion de
que su suma es positiva, es decir, A + B > 0. Sin embargo esta condicién es
poco realista, ya que exigen que cada proceso que no utilice alguno de los
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bienes como insumo debe producirlo. Gale [1960] propone condiciones mucho
menos restrictivas para demostrar que una solucion existe.

Ellas son

a) Todo proceso requiere al menos un msumo,
b} Todos los bienes pueden ser producidos.

Del primero de estos supuestos se deduce que si ninguno de los bienes
es un bien libre los costos de produccidon seran positivos para todos los
procesos; en especial, si se fijan todos los precios iguales a la unidad, se
obtiene

a’) sA>0

Del mismo modo, la condicion b) implica que si todos los procesos se
operan la produgcion de cada bien sera estrictamente positiva; si entonces se¢
operan todos los procesos al nivel unidad se obtiene

b’) Bs >0

Estas dos condiciones, junto con la no negatividad de las dos matrices,
son suficientes para demostrar que:
1) Hay un programa de expansion regular con factor de expansion positivo.

Definase y~ El/maxiiz‘}av.fzjbqi. Los cocientes representan la

reciproca de! factor de expansion de cada bien, y el numero calculado es el
menor de todos ellos. Es obvio que este niimero es positivo, ya que todos los
denominadores entre llaves son estrictamente positivos gracias a la condicion
b’) mientras que al menos uno de los numeradores también lo es—la matriz 4
no es nula—. Por lo tanto se deduce que (y A- B)v <0, y por ello la
economia que opera todos sus procesos al mismo nivel se expande
regularmente a la tasa {y~ —1).

2) Los factores de expansion tienen una cotq superior.

Definase ' =1/max, E‘}_by / Z_Jay } Los cocientes representan el
factor de expansion del valor de cada proceso, y el numero calculado es el
mayor de todos ellos. Es obvio que este numero es positivo, ya que todos los
denominadores son estrictamente positivos gracias a la condicion a’) mientras
que al menos uno de los numeradores también lo es - la matriz B no es nula-.
Por lo tanto se deduce que §' (7 TA- B) > 0, y por ello la economia que valua
todos sus bienes al mismo precio, obtiene que los valores de la produccion de
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cada uno de sus procesos no exceda ¢l correspondiente valor de los insumos en
una fraccion iguala y" 1.

Una consecuencia del resultado anterior es que si el factor de
expansion y y el vector de niveles de operacion de los procesos x, entonces al

premultiplicar las restricciones por el vector suma v las desigualdades del
parrafo anterior por el vector de niveles de operacion de los procesos se

obtiene la cadena de relaciones ys'Ax <s'Bx<y's'Ax; como el vector ¥ no
es nulo, 1a condicion a’) garantiza que s' Ax es un nimero positivo y por lo
tantoque y <y ",

3) Existe un factor de expansion regular maximo.

Es facil demostrar que el conjunto de factores de expansion es un
segmento cerrado. En primer lugar es obvio que si cierto factor de expansion
es factible, entonces cualquier factor de expansién menor también Io sera, de
modo que el conjunto de factores de expansion factibles es un segmento. El
resultado obtenido bajo 2/ nos dice que dicho segmento estd acotado

superiormente por ¥~ ,de modo que existe un maximo que designaremos con

* . - . . - -
¥ ; siguiendo la costumbre, denominaremos a este maximo como factor de

expansion de von Neumann, y a la tasa de crecimiento correspondiente como
tasa de crecimiento de von Neumarm. Por los resultados en 1) y 2) sabemos

que O< p” <y<y” La estructura de niveles de produccion  optima
correspondiente a este factor de expansién maximo sera designada con x ", y
recibir el nombre de niveles de operacién de los procesos de von Neumann.
El vector k" = Bx" recibe usualmente el nombre de niveles de produccion de
von Neumann.

El segundo mterrogante de von Neumann corresponde a [a descripcion
del optimo, y en especial en relacionar la trayectoria de crecimiento maximo
con un equilibrio competitivo. Intuitivamente un economista tenderia a pensar
que una tasa de crecimiento maxima deberia cumplir con ciertas condiciones
de eficiencia, usualmente acompafiadas por un sistema de precios que permite
descentralizar las decisiones individuales de produccion.

Ahora bien, el problema propuesto no es lineal, ya que el factor de
expansion aparece multiplicando a los niveles de operacion de los procesos.
Las restricciones ni siquiera tienen la curvatura apropiada como para que el
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teorema de Kuhn y Tucker pueda ser aplicade en su forma global. Sin
embargo podemos aplicar la forma diferencial de dicho teorema.

Para obtener las condiciones marginales, construyamos el
Lagrangeano

L{y.x,p.p)=y + p'(B- )+ p(s x 1),

donde todas las variables deben ser no negativas. La condicion de Slater se
cumple - basta para verificarlo tomar x — s, ¥ = 0. Por lo tanto el teorema de
Kuhn vy Tucker-, en su forma diferencial, es aplicable. Calculemos las
dertvadas

a—L:I—p’AxSO

Oy
a—L:p’(B-yA)+ps’S 0;
dy

ademas deben cumplirse las condiciones de holgura complementaria,
(B~ )+ s =[1— p' Ax}y = p'[(B— r)x]= pls'x - 1] =0

Comparanda e prinier miembro con el tercero es obvio que ps'x =0,
como x es no negativo y no nulo, se deduce que p= 0 Comparando el
segundo miembro con el tercero se deduce que p' Bx =1 de modo que algo de
valor se produce -Bx es el producto, y el vector p se interpreta como los
precios de los bienes, que en consecuencia ademas de ser no negativo es no
trivial-.

En consecuencia se puede presentar e! siguiente resultado. El factor
optimo de crecimiento proporcional ¥* se complementa con un vector no
negativo, no nulo de niveles de operacion de los procesos ¥ y un vector no
negativo, no nulo de precios p -conocidos como los precios de von Neumann-
tales que se cumplen las siguientes cinco condiciones enunciadas por Kemeny,
Morgenstem, Snelt y Thompson.
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Estas condiciones describen un equilibrio competitivo. La condicion 1.
dice que los mercados de bienes estan balanceados -la produccion de un
periodo es suficiente para cubrir los insumos para el siguiente-. La condicién
2. compara el valor de la produccion por unidad de operacion de cada proceso,
la coordenada j-ésima de p” " B, con el valor de los insumos, es decir el costo

del mismo, dado por la coordenada j-ésima p"'A. El factor ¥ en este contexto

debe interpretarse como un factor de capitalizacién, que aparece por el hecho
de que entre el momento en que se requieren los insumos hasta el momento en
que se hacen disponibles los productos transcurre un periodo. Debido a esta
interpretacién, el factor y la tasa de expansion oOptimos también reciben el
nombre de factor de capitalizacion y tasa de interés de von Newmann,
respectivamente. La relacion 3. expresa una de las condiciones de holgura
complementaria; nos indica que los bienes producidos en exceso
necesariamente seran bienes libres al ser su precio nulo. Del mismo modo la
relacion 4., la otra condicion de holgura complementaria, afirma que los
procesos que arrojen pérdidas no seran utilizados. Finalmente la condicién 5.
requiere que la solucion, a fin de tener un sentido econdmico, debe requerir la
produccion de algo de valor.

Lamentablemente las condiciones enunciadas no definene un conjunto
convexo. Se puede demostrar que en algunos casos hay soluciones para
distintos factores de expansion. Aqui solamente se analiza el maximo, pero
puede haber otros.

Es de hacer notar que el modelo de von Neumann contiene como casos
especiales los modelos usuales de crecimiento econémico en los que no se
trata el progreso tecnologico.

Es facil demostrar que el conjunto de niveles de operacion de los
procesos de von Neumann, al igual que el conjunto de precios de von
Neumann, es convexo, para un dado factor de crecimiento.
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4, Graficacién en el caso de dos bienes

A fin de visualizar la determinacion del factor de expansion optimo se
utilizara el siguiente ejemplo, donde el nimero de bienes es m = 2 y el numero
de procesos (incluyendo los de eliminacion gratuita de los excedentes de
produccion) es n = 6.

Se utilizaran las matrices de coeficientes de insumos y de productos

siguientes,
A 0 2 4 6 8 10)
1o 8 6 42 0f

. 0 2 12 8 16 0O
l0 14 10 14 2 0
La determinacion del factor de expansion maximo se llevara a cabo
graficamente. A tal fin se utilizd el programa de MATLAB que se transcribe

en el apéndice’.
Los resultados de los calculos se muestran en la figura.

! En la publicacion original de la AAEP no se presento ¢l apéndice con el programa.
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Es de notar que la matriz de insumos A tiene columnas que suman
todas 1gual a 10. Esto puede interpretarse como que las unidades de los bienes
han sido elegidas de modo que todos los precios que conforman algun indice
para insumos son iguales a la unidad, de modo que la suma de las columnas de
la matriz de insumos A representan el valor de los insumos del proceso
correspondiente. Luego se elige la unidad de operacion de cada proceso para
que el costo de todos sea el mismo, 1gual a 10 en el ejemplo. Estos supuestos

en nada afectan la generalidad del analisis, solo son utiles para simplificar la
representacion grafica.

En la figura se han representado, tomando como ejes las cantidades de
Jos dos insumos y las de los dos productos, los distintos procesos, cada uno

marcado con dos circulos. Los insumos pueden ser identificados porque los
circulos correspondientes se halla sobre un segmento —no representado en la
figura— de pendiente igual a -1; los circulos que representan a los productos
se encuentran por arriba y a la derecha, aunque unidos a los msumos que los
generan por una linea de puntos. Tomando todos los pares posibles de
procesos, se los ha mezclado a fin de determinar la tasa de expansion maxima
permitida por cada mezcla de procesos. En otras palabras, dando valores a ¢

entre 0 y 1 se han calculado los insumos a=a’ +t(aj'—a”) y los

correspondientes productos b =5’ + t(b-" '—b"'). El factor de expansion de
dicho proceso mixto sera el maximo consistente con la desigualdad 2 < b ; en

la figura, es la relacion entre la longitud del segmento que une el origen con el
perimetro del rectangulo con vértices 0, 5, pasando por el punto a, vy la
longitud del segmento que une a2 0 con a. La unién de todos los segmentos
definidos de esta manera, representados en la figura con lineas de trazo
continuo, proporcionarn en este ejemplo, aproximadamente, la silueta de una
hoja de arbol.

La figura también muestra el punto de maxima expansion proporcional
a partir de las combinaciones optimas de insumos. Ambos puntos han sido
marcados con sendos asteriscos. La semirrecta por el origen que pasa por
dichos puntos corresponde 2 las proporciones en que los bienes se producen a
lo largo de la trayectoria de von Neumann de crecimiento a la tasa maxima.
Calculos adicionales muestran que en este ejemplo el valor del Jfactor de

expansion mdximo es y = 2.198. Las proporciones de los insumos en la
trayectoria de von Neumann estan dadas por el vector k™ = (4.76, 5.24).
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5, Determinacion de la trayectoria de von Neumann en el caso general

_ Por supuesto el método grafico descripto en la seccion anterior no es
viable en casos en que las dimensiones excedan las posibilidades de
graficacion. En tal caso es util el siguiente procedimiento de biseccion,
propuesto en un trabajo anterior del autor [1969], y por lo tanto solo se lo
esboza aqui.

Se comienza con dos cotas, una por defecto y otra por exceso, de la
tasa de expansion, que se designaran con b por “baja” y a por “alta”. A falta de
algo mejor se puede tomar b =, @ =y". A partir de entonces, se realizan los
siguientes calculos.

1) Tomar como nueva aproximacion al factor de expansion el
promedio g—(b—a).2.

2) Si (B-g4) x > 0 para algun x & )\ {0} reemplazar b por g y
recomenzar ¢on 1).

3) Si no hay solucidn para el sistema del punto 2), reemplazar a por g
y recomenzar con 1}.

Es obvio que el procedimiento converge, ya que la solucion del
sistema en 2) puede obtenerse en un numero finito de pasos utilizando una
variante apropiada del método Simplex de programacion lineal, si es que
existe. En caso contrario, también en un numero finito de pasos el métedo
Simplex indica que no hay solucion. Como cada vez que se repite el paso 1) el

error se reduce a (& — 5)2", donte ¢ es el numero de la iteracion, es obvio que

es posible llegar a reducirlo a un valor predeterminado arbitrario en un numero
finito de operaciones.
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