SEGUIMIENTO OPTIMO DE PARAMETROS IDEALES
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1. Introduccién

Trataremos en el presente trabajo una aplicacién de la teoria del con-
trol éptimo a un problema de interés en el campo de la economia, como lo
es el de aproximacién 6ptima de variables a ciertos pardmetros ideales esta-
blecidos previamente.

Tiene esto particular importancia en estudios de estabilizacién econémi-
ca: las variables serdn estados y controles de un sistema lineal y el criterio
para la optimizacion estard dado por una funcién cuadritica. Trabajos re-
cientes se hen referido a este problema, considerando dicho modelo lineal-
cuadritico, como los de Mantel [1} v Pindyck [2] y [3].

En lo que sigue haremos el planteo exacto del problema y obtendremos
su solucién.

Los dos métodos modernos de optimizacién son los dados por Bellman
[4] ¥ Pontryagin [5]; utilizaremos el desarrollado por el primero de dichos
autores como extensién del cldsico de Hamilton y Jacobi, ya que nos provee
de condiciones suficientes con las cuales podremos obtener, segin veremos,
la sintesis del control éptimo, es deeir, la expresién del control en funcién
de los estados del sistema en cada instante.

2. Modelo y formulacion del problema

Como fue dicho en la introduccién, nuestro modelo serd lineal
z=Fxz+Gu (1)

donde z es el vector de estados (n-dimensional), u el vector de control (r-di-
mensional) y F y G matrices de n X n y n X r respectivamente.

Iste sistema puede interpretarse, por ejemplo, como representando una
economia cuyos estados estdn dados por el vector x, y la velocidad de varia-
¢i6n de los mismes, respondiendo a una funcién lineal de los estados x y de
los controles (es decir, de los instrumentos de politica econémica) u.
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Con el objeto de asegurar la controlabilidad del sistema (1), o sea, la
posibilidad de transferir el sistema entre dos estados arbitrarios, tomaremos
como hipétesis (Ref. [6])

rg[G, FG, .., F*'G]l=n

Supongamos que el perfodo de tiempo en el que se realiza la planifica-
cién es [0, T]y que damos en él los pardmetros ideales 2(f), #(¢) a los cuales
pretendemos aproximarnos en forma éptima con los controles y estados que
intervienen en (1).

Nuestro objetivo es determinar el control u*(¢) y la trayectoria corres-
pondiente a él, z*(¢) (o sea, la solucién de (1) para ©*(¢) dada alguna condi-
cién inicial) de tal manera que se aproximen lo més posible al ideal fijado.

Como fue dicho, el criterio para la deseada optimalidad estari dado
por una funcién cuadratica

T,
J (z, ) =“(x-5:)' Q (x—&) + w—=n)'R (u-a)]dt @)
[¢]

donde § y R son matrices simétricas y ademds, B es positiva definida (en-
tonces tiene inversa) (Ref [7]). En la integral queda involucrado el costo
debido tanto a la desviacion de los controles o instrumentos como a la de los
estados del sistema respecto de sus trayectorias ideales, en todo el inter-
valo [0, TI.

3. Optimizacion

.- Resolveremos el problema, como ya anunciamos, empleando condicio-
nes suficientes. . :
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Dados (1) y (2), y llamando ¢ () a las variables adjuntas (¢ (f) es un vector
de dimensién n), el Hamiltoniano serd (Ref. [5]):

H=3Qz+4WRu+y Fz+ G 3
Haremos por conveniencia para el cilculo, y = 2 4 con lo cual

VP =2 yFax=uyFa+uyFao=pFae+2Fyu
pues

WrFx) =aFu=uFx
y también

YGu=pGu+ wGu
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Reemplazando en (3)
H=3Qi+#Ru+a2'Fu+ u'Fa+ p'Gu-+ wGyu
=@Ru+ pGu+ G +2'Q% + uW'Fa + 2'F'u
= (R4 + v'Ga+ WG@u) + WGl + %/'G'u + 4)
+3Qi+ uFa+ 2'Fu

Se puede comprobar ficilmente que
WRA+ WG o+ #Gu = (& + RG'w) R (i + R'G'w) —
— WG RG (5)

Con estas operaciones, la minimizacién del Hamiltoniano se realiza en
forma inmediata; en efecto, reemplazando (5) en (4)

H=(@+RW Wy R &+ R —wGRG'u + /G +
+ WGFu+3Qz + wFa+ 2'Fu
Vemos que u aparece solo en la forma cuadrética R, de donde, ya que

buseamos tomar el mfnimo de H como funcién de i, y por el hecho de ser R
positiva definida, resulta

a* = — RQ'u
y entonces R
w*=—RIGu+u (6)
que es el control éptimo buscado.
Llamando H* al Hamiltoniano (3) para el »* encontrado
H* = —yGRQu+ WG+ WGu+3Q%+ v'Fx+ 2'Fu (7)

La ecuacién de Hamilton-Jacobi es (Ref. [8], [9], [10], [11])

A AL ®)
Utilizando
V=3PZ% 9
con P matriz simétrica, resulta
_63_1;'_____0 ; (;I; =2 7P (10)
Entonces,

V=24 =2%P

el

W = #'P (11)
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Reemplazando (10 y (11) en (8), donde H* estd dado por (7) y usando
= F+4
en los dos dltimos sumandos, obtenemos
—#PQRT'GPE+ #¥PG4+WGPE+3¥Q%+
+%PF3+3FPi+#PF2+2FP3=0
#[—PGQGRWQP+PF+FP+Ql2+#PGH+

"

+ WGPEF+FPFY+3FPT=0
o sea, para todo %
#F[—PGRWGP+PF+FP+Q12+2%P[GU+Fi]l=0
que se cumplird cuando
—PG@RGP+PF+FP+Q=0 (12)

(ecuacién matricial de Riceati) y

PIGh+F2R]l=0 (13)

Si resolvemos para P, queda resuelto el problema, ya que reemplazando
en (11) y ésto en (6) donde teniamos la expresién del control éptimo,
W*=—RGPE%
w* = —RIG'P (x—1%) +1u (14)

Supongamos ahora que los pardmetros ideales que pretendemos seguir,
se mantienen constantes en subintervalos de nuestro periodo de planifi-
cacién; o sea suponemos que el ideal no es cambiado a cada instante.

Con ésto, en cada intervalo en que se ha dividido la planificacién te-
nemos, al multiplicar (12) por

Gu+Fi=v
por la izquierda,

PFoy+Quv=0
y llamando

Fo=w , Qv=-—2X\ (15)
regulta
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4. Conclusiones

Las aplicaciones de la teoria del control éptimo son ttiles cuando se
consigue cerrar un lazo de realimentacién, o dicho de otra manera, cuando
las variables de estado del sistema en cada instante son las que determinan
el control a utilizar para que el proceso se desarrolle en forma dptima de
acuerdo al eriterio fijado para ello.

Vemos entonces que el estudio precedente sobre el seguimiento ¢ptimo
de pardmetros permite obtener resultados de interés para la determinacién
de politicas de estabilizacién econémica, pues justamente, la aplicacién de
las condiciones suficientes al modelo mencionado, conduce a una expresién
del control éptimo dada por la ecuacién (14) donde la matriz P debe satis-
facer las condiciones (12) y (13), que se reducen, en el caso descripto, a una
simple férmula como la (15).

El céleulo efectivo de dicha solucién se realiza mediante operaciones
algebraicas solamente, que son computables atin cuando el orden del sistema
sea grande; el almacenamiento de matrices de n X n asociadas con modelos
econométricos de gran dimensién, puede realizarse directamente (y también
su procesamiento) para n £ 150; tal es el caso en el ejemplo dado en [3],
donde las variables de estado son 28. En otros casos, las matrices deberdn
ser particionadas.
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