ERROR DE ESPECIFICACION
EN MINIMOS CUADRADOS GENERALIZADO*

POTLURI RAO **

En el anilisis de regresién mutilple se especifica una relacion
causal lineal entre una variable dependiente y un conjunto de varia-
bles independientes. La estimacién de este tipo de ecuacion posee la
propiedad estadistica deseable de minima varianza entre los estima-
dores lineales e insesgados, solamente cuando los errores en el mo-
delo estimado son serialmente independientes y homocedasticos.

Los textos, al discutir las consecuencias de los errores autocorre-
lacionados en las propiedades de los estimadores, simplemente “su-
ponen” que los errores estan correlacionados serialmente, en vez de
explicar porqué lo estan, En algunos casos, como por ejemplo los mo-
delos de desfasajes distribuidos donde las ecuaciones a estimar son
derivadas de otra ecuacidn, la transformacion puede introducir co-
rrelacion serial. En otros casos, a menudo resulta dificil racionalizar
la existencia de correlacidon serial en los errores.

Desafortunadamente los econometristas interpretan la correla-
¢ién serial en los residuos como causada siempre por la correlacién
gerial en los errores. Es cierto que si los errores en el meodelo
verdadero estan correlacionados serialmente los residuos exhibirdn
correlacion serial !, pero también es cierfo que aunque los errores
scan serialmente independientes, estimando un modelo mal especi-
ficado con una variable omitida que esté serialmente correlacionada
puede introducir correlacién serial en los residuos.

Frecuentemente se cree gue sin importar qué es lo que causd
la correlacién serial en los residuos, utilizando informacion de la
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correlacién serial de los mismos necesariamente “mejora” la estima-
cidn. Este es un pensamiento erréneo. Se demostrd en otra parte®
que aun cuando la ecuacién estimada es la verdadera v el error esti
correlacionado serialmente, utilizando una estimacion del parame-
tro que sea diferente del paridmetro verdadero desconocido, puede
resultar en estimaciones que son menos eficientes que las de mini-
mos cuadrados simples. En este trabajo analizaremos las conse-
cuencias de utilizar e! método de minimos cuadrados generalizado
cuando la ecuacién a estimar tiene un error de especificacion con-
sistente en una variable omitida 3

Consideramos el modelo siguiente:
D v =8 % + B2 Xa + «
(2) X = Axi + v, (Al <1
(3) Xt = pxer 4 u hw| < 1
(4) & = pecs -+ wy

Todas las variables estan expresadas como desvios de su media,
por lo que el término constante esti implicito. Dado que los resul-
tados dependen crucialmente en la forma que estan generadas las
variables independientes, nosotros supondremos un proceso simple,
que es conveniente analiticamente y que es una buena represern-
tacion de muchas de las variables econdmicas en estudios de series
de tiempo. Supondremos gue los errores (u, v, w) son serialmente
independientes y homocedasticos.

Para calcular el estimador de minimos cuadrados generalizado
como se lo presenta en los textos, deberfamos conocer el valor del
parametro p, pero en la investigacién aplicada sélo podemos tener
una estimacion de él, digamos p*. Llamaremos estimadores por mi-
nimos cuadrados generalizado a los obtenidos al usar p* en vez del
verdadero valor del pardmetro p.

2 Potluri RAO and R. L. MILLER, Applied Econometrics, Wadsworth Pu-
blishing Company, Belmont, 1971, pp. 67-75.

# Las consecuencias de variables omitidas en el método de minimos eua-
drados simple estdn discutidas en detaile en: Potluri RAO: “Some notes
on Misspecification in Multiple Regressions”, American Statistician, por
aparecer,
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En lugar de estimar el modelo verdadero dado por la ecuacién (1),
el investigador estima el modelo siguiente, que esta especificado
erroneamente %,

(B) ¥i = B1 X1t + m

La ecuacién (5) tiene un error de especificacién dado que la
variable x, ha sido omitida. Los errores en la ecuacidén a estimar
(7's) pueden estar correlacionados serialmente aunque los errores
(¢8) no lo estén (p = 0).

La ecuacion mal especificada puede ser estimada de dos mane-
ras distintas: por minimos cuadrados simple y por el generalizado
utilizando un valor p* como el parédmetro de la correlacion serial en
los errores.

El procedimiento de minimos cuadrados simple estima a 8, como:

A b}
(6) B = ——utV

<l
=Xy

Para obtener el estimador de minimos cuadrados generalizado el
investigador primero transforma los datos originales utilizando el

L

valor p* como:

o

(7) Yrk — Y‘r - P* V:.1

* o
X = Xq LA ST

y luego calcula la regresién de y¥ en x7 para obtener la estimacion
de minimos cuadrados generalizado de 8; como: *

EX* y*
8 gF = ——

3
Xy

Estamos interesados en estudiar las propiedades estadisticas de
las dos estimaciones diferentes de 8y con el objeto de poder elegir
la que tenga las propiedades deseables.

Con el objeto de obviar una confusién corriente en la interpre-
tacion de las propiedades de las estimaciones que acontecen en
modelos mal especificados, discutimos primeramente el significado

4 Malag especificaciones de este tipo son muy comunes €n investigaciones
empiricas, Se omiten variables ya sea poraue el investigador no lo ad-
vierte en la ecuacién o no se dispone de datos para dichas variables.

o

Por conveniencias analiticas ignoramos la primera observacién correspon-
diente a yi-‘ s xf .
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de la distribucién de los estimadores, Realizamos un experimento en
el que se selecciona un conjunto de T valores de X1 ¥ X2 (generados
por los procesos (2} y (3) respectivamente). Nuestro experimento
consiste en varias pruebas. En todas las pruebas utilizamos el mismo
conjunto de valores de x; y xs, pero en cada prueba se genera un
nuevo conjunto de errores (¢'s) por el proceso (4). Los valores de y
en cada prueba satisfacen la ecuacién (1).

Aunque las variables independientes sean las mismas en todas
las pruebas, la wvariable dependiente no va a ser la misma dado
que extraemos un conjunto nuevo de errores en cada prueba. La es-
timacién de los parametros en cada prueba va a ser diferente dado
que y cambia en cada prueba. Nosotros estamos interesados en co-
nocer la sensitividad de las estimaciones con respecto a los errores.
Por ello repetimos las pruebas un ntimero “infinito” de veces, extra-
yendo los errores en tudas las pruebas del mismo proceso “4) y
vemos cémo cambia la estimacién de los parametros 3. La infor-
macion sobre la sensitividad de las estimaciones puede ser conve-
nientemente resumida calculando la distribucién de probabilidad de
las estimaciones del parametro obtenidas de todas las pruebas. Esta-
mos interesados en particular en su media ¥ su varianza.

Consideramos ahora la media de l1a distribucion de la estimacion
por minimos cuadrados simple de 8, a partir de la ecuacién erro-
nea (5), cuando la relacién verdadera esta dada por la ecuacién (1).
Dado que la ecuacién (1) es la verdadera podemos reescribir la es-
timacion de minimos cuadrados simple dada por la ecuacion (6) como:

(9) /'[} L EXn ¥ Zxa (81X 1y + By X + &)
1 - = ——— T —
Nl fn
A.X“ ler
Bt g 3X1t Xog X1t e
= B L
N Ty
. . . ZXqt Kot
Por conveniencia eseribimos o como by, por lo que la
X
it

ecuacion (9) puede reescribirse como

22Xt e
2x

A
(10) B = )31 +,82 b21 -+

#
A
El valor medio de la distribucion de B es:

A
(11) E(Bl) = ,'91 ,G;' bi’l



ERROR DE ESPECIFICACION EN MINIMOS CUADRADOS. .. 333

dado que by es una constante y no cambia de prueba a prueba y
E (Et) = 0.

Fl estimador de minimes cuadrados simple esta sesgado. El sesgo
no depende del parametro de correlacién serial de los errores en el
modelo verdadero. Para comparar este resultade con el de minimos
cuadrados generalizado consideremos ahora la media de la distri-
bucion de 8*..

Como los valores de y en cada prueba estan dados por el mo-
delo verdadero (1), podemos reescribir la estimacion de minimos
cuadrados generalizado g%, de la ecuacién (8) como:

) EXTr y;k = (Xlt -p* XJl-l) (y1 - p* yt_l)
12) pr=—— = =

2

fotz X (Xlt - p¥ Xlt-i)“

2(x,-p* %, ) [B1 (K1~ p* Xpea) + B, (X, —p¥ Xy ) + (ee—p¥era) ]

3 (X -p* Xip1)?

¥ (Xpe—p* Xier) (Xoe—p® Xaea)

:314—32 +

2 (X1 - P* Kyer)?

S (% —p* Xiea) (e — p* €c1)
2 (X1e-p* Xie1)?

El numerador del término medio en la expresién de arriba pue-
de ser calculado como:

(13) T (e —p® Xi1a) (Ray = p* Kor1) = 2 Xyr Kot — p* Y Xap Xt —

_ p* 2 Xy Xerr + ,D’k2 2 Xy1 Kot
= T Xy Xy —p* D(uKora + U)X = p* 2 (A1 + Vi)
Xot1 —+ P*2 BXip1 Ko
Utilizando la aproximacién Zu; Xyjer = 2V Xop = 0¥y
Xyt Xop — 2Xqq Xt , tendremos @
(148) = (X1e—p* Xiea) (X2t — p* Xora) —

= Bxy Xee [1 - p*2 — p*A—p¥ul

6 Notese que Z¥X;: Xa ¥ ZXi— Xu— tienen el mismo numero de términos.
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Igualmente el denominador del término medio de la ecuacidn
(12) se puede expresar como:

(15) X (x,-p* %, )" = ¥x2 o™ Sx? _2 % Sxy xpy =

= 2xj, A p** ExE L — 2 p% M(AXyeq 4+ V) Xypq =

= EX‘T’t (1 -} p*2 -2 p*A)

utilizando la aproximacion 2x§ = 2xY_ .

Con las expresiones (14) y (13) la ecuacién (12) puede rees-
cribirge como:

-
wt
s

3X1¢ Ko 14 p™ — p¥a — p¥pe
EX?{ 1 + p*z- 2,0*1\

Z (R -p* Xie) (e p* £11)

(18) 8% = B + B

_|_

> (Xlt-p* XIL'1)2
El valor medio de la distribucién de A%, sera:

1+P*2‘P*A'P*”
17y E >l=1 = & Zb‘_’lj
(I7) E (8*) = 8 + B by TR, }

\

El estimador de minimos cuadrados generalizado también es
sesgado y también su sesgo no depende del parédmetro de correlacién
serial (p) de los errores verdaderos. Debe hacerse notar que p* es
un numero que el investigador utiliza para computar el estimador
de minimos cuadrados generalizado v no es necesariamente igual
ap.

Sin embargo el sesgo en el estimador de minimos cuadrados ge-
neralizado depende de los parametros de la correlacién serial de
las variables independientes (A y p).

Ambos estimadores son sesgados. Una comparacién de las ecua-
ciones (11) y (17) revela la correspondencia siguiente entre los pa-
rametros y el sesgo, para valores positivos de p*

(18) A = p  Sesgo (ﬁl) = Sesgo (8%))
> [Sesgo (B)] < iSesgo (5%)]
A
A < p Sesgo (B1)| > [Sesgo (8%1) |

Esto es, el estimador de minimos cuadrados generalizado tendra
menos sesgo que el de minimos cuadrados simple solamente cuando
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la variable omitida tenga mayor correlacién serial que la variable
incluida. Si 1a variable omitida es serialmente no correlacionada, el
estimador de minimos cuadrados generalizado tiene un mayor sesgo
que el de minimos cuadrados simple, al margen que los errores ver-
daderos sean o no correlacionados serialmente.

Consideremos ahora las varianzas de ambos estimadores:

2

A A A
(19) V(B = E[ﬁl — E(JBI)] =k

X1 e 2

x
EXR

2

* * *

_E J 2 (% — p*Xii—1) (e — p¥ 1) Lz
o | Y (X — p* Xag)? ]

Estas expresiones para las varianzas son idénticas a las obteni-
das a partir de! modela:

(21) ¥e = B1 X1t | &
Xyt = Mgl -+ Vi

€ == pel b Wi

analizadas en otra parte”. Desde que la eficiencia relativa de mi-
nimos cuadrados simple con respecto al generalizado de la ecua-
cién (21) ha sido estudiada con detalle no reproduciremos esos re-
suitados aqui.

Sin embargo debemos puntualizar que esas varianzas no de-
pende de cimo esta generada la variable omitida y de si la ecuacién
estimada es errénea o no debido a una variable omitida. La varia-
ble omitida contribuye sélo al sesgo de las distribuciones de las
estimaciones.

7 Ver Potluri RAO y R. L. MILLER, op. cit.
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Resumen

Cuando en un modelo de regresién existe un error de especificacion de-
bido a una variable excluida, las estimaciones mediante el método de mini-
mos cuadrados generalizado (MCG) son sesgadas ¥ €l sesgo depende en for-
ma crucial de la forma en que se generan las variables incluidas y excluidag,
y no de la forma en que se genera el verdadero error. Fl sesgo en las esti-
maciones MCG es mayor gue en las obtenidas por minimos cuadrados sim-
ple, excepto cuando la variable excluida tiene una autocorrelacidn mayor
que la variable incluida. La eficiencia relativa de MCG con respecto a
minimos cuadrados simple no depende de 1a variable omitida.

SPECIFICATION BIAS IN THE GENERALIZED LEAST SQUARES

Summary

When a linear regression model is misspecified by a left out variable
the Generalized Least Squares (GLS) estimates are biased, and the bias
depends crucially on how the excluded and the included variables are
generated and not on how the true error terms are generated. The bias
in GLS estimates is larger than that of ordinary least squares estimates
except when the left ocut variable has higher autocorrelation than the
included variable. The relative efficiency of GLS with respect to ordinary
Least Squares does not depend on the left out variable,





