EJEMPLOS SOBRE PROPIEDADES ASINTOTICAS
DE LOS ESTIMADORES

RAUL PEDRO MENTZ*

Al ensefiar técnicas de estimaeién y en la investigacion aplicada
de muchas areas, a menudo es necesario considerar conceptos asin-
toticos o “de muestras grandes”, pues para muchos problemas préac-
ticos importantes no se conocen estimadores con las propiedades co-
munes (esto es, las “de muestras finitas”). Una réapida revision de
algunos textos elementales o intermedios que tratan estas cuestiones
hace pensar que la lista de ejemplos (méas propiamente, de contra-
ejemplos) que se presenta serd util.

Definiciones

A A
Sea O, = 8, (X4, ..., X,) un estimador de © que es funcién de n
variables aleatorias observables. Entonces:

A A
(a) ©, es consistente si la sucesién { O n=1,2,... } satisface

1i A@ = 9
plmn_) - :

o0 I
(b) &, es asintdticamente insesgado si las esperanzas matematicas
A A
E O, existen para todo n y su sucesion satisface lim | ES =6.
—> &0

A A
(¢) S, es insesgado si E ©, == © para cada n.

Queremos mostrar por via de ejemplo, que ninguna de estas
propiedades implica a las otras dos, excepto que (c) implica a (b)
trivialmente.

1. EJEMPLOS SENCILLOS

Sean X, ..., X, variables aleatorias normales e independientes
con esperanza matematica p y varianza ¢* (0 < o® < ). En realidad
para varios de los casos s6lo necesitamos hip6tesis menos restrictivas.
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A — A n —
1) w, = (I-1/n) X y o8 = (I/n) Ei: . (X, - x,)* son asintética-
mente insesgados pero sesgados para cada n (fijo).

A k —_ A k —
2) g = (1/Kk) Zizl X, =X, vy = (1/(k]) )Zizl (X - X))

donde k es fijo (no cambia con n) y n
= k-5 k46,..., son insesgados pero inconsistentes. Lo que
ocurre aqui es que las varianzas de las distribuciones muestrales
son constantes que no cambian con n y en consecuencia atn para
n muy grande la variabilidad muestral de log estimaderes no tien-
de a desaparecer

A — A S\k —

D ow= (-1 Xyl = 1-1n) (/0 1)) Dy (X - Ko
donde k es como en el ejemplo 2), son sesgados, asintoticamente
insesgados pero inconsistentes.

a L BETEEE . I . noin - .
Dom=(Un QK y Al (tD) D, (5 X
son consistentes pero sesgados para cada n. En el ejemplo 6) maés
abajo se considera un caso donde puede utilizarse un estimador

A

como u, . El estimader o es “6ptimo” en el sentido de que mi-
.. . ;. ~3 202

nimiza el error medic cuadratico E(o, - 0')) entre todos los

estimadores ¢ que son funciones de las n variables aleatorias
dadas.

A
) Supongamos gue &, es un estimador consistente e insesgado de ©.

Definamos un nuevo estimador (“aleatorizado”) OT, de la siguien-
B A B

te manera: P(S, == ©,) = 1 -— 1/n y P(S, = n% = 1/n para

n=12,... . Entonces plim o =5 pero

n> %0 n

*
E &, = (1—1,/'I]) S + nt-1 y sia>1

la sucesién de esperanzas no converge. En consecuencia la consis-
tencia no implica la carencia de sesgo asintético. El problema en
este ejemplo radica en que mientras el grueso de la probabilidad
se concentra alrededor de &, cantidades pequefias pero positivas
estdn asociadas con el valor n* que crece indefin‘damente cuando
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5
n crece, si a > 1. Como consecuencia a veces se dice que E ©.,

*
var (©,), etc, “no existen asintéticamente”.

II. EJEMPLOS DEL AREA DE SERIES CRONOLOGICAS

Los ejemplos de la seccidén I tienen como objeto mostrar la na-
turaleza de las dificultades, pero algunos son comparativamente tri-
viales pues nadie consideraria a los estimadores propuestos como
razonables. Ejemplos mas realistas provienen de los problemas de
estimacién en series cronoldgicas, donde la teoria asintotica juega
un papel central.

Sea {y:}! una serie cronolégica estacionaria con E v, — 0 para
todo t, funcién de densidad espectral £(i) continua en —x “ZA<"q,y
covarianzas {o(h) : h=12,. .. by aqui e¢(h)y = o(-h). Suponga
que observamas ¥i,¥z...,¥r-

1 A
6) Ir(r) = (1/2) Er:—(T-]) op(r) cos Ar, es el periodograma de
Schuster. Los estimadores de las covarianzas son oy ( F—h) =

. T—-h
= (1/T-h) )Zt'—‘ ViViin , para h=0,1,...,T-1 . Es conocido que este
estimador posee las siguientes propiedades:

(i) E Ir(A) == f(A) en general
(ii) lim e E I‘(.\) = f(x)

(ili) Afin bajo supuestos fuertes con respecto al proceso {yet
v a su densidad espectral £(»), Ir(A) no es un estimador
congistente de f(A): en realidad el estimador (multiplicado
por una constante) tiene como distribucién asintética una
distribucién “ji al cuadrado™.

Fn consecuencia el periodograma, como estimador de (N vy
alin bajo hipbtesis comparativamente fuertes, es sesgado, asinto-
ticamente insesgado e incons’stente.”

A
* Alguncs autores utilizan gp* (h) = ((T-h)}/T) gg (h) comn estimador de 4(h) pa-

. A :
ra tormar estimadores de f(}). Este es sesgado (mientras que g;(h) no lo es), asin-

toticamente insesgado y consistente, bajo algunas hipotesis.
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7) Supongamos que ademés de las hipétesis generales de esta sec-
cion, la serie cronolégica dada es un proceso autoregresivo del
primer orden, esto es, que satisface la ecuacién diferencial {esto-
castica) del primer orden y, — — B Y1+ u, t=...,—1,01,...
donde | 8| <X 1 y {uct es una sucesién de variables aleatorias

no correlacionadas con E uy = 0 y E u® = 1. El estimador del
tipo de minimos cuadrados.

/-y N

(1/T) v
tiene las propiedades:
A
(1) Efr=p

X3 . A
(ii) phmT%m,B =

o

A
En consecuencia g» es sesgado pero consistente,





