EL APRENDIZAJE POR LA EXPERIENCIA Y LA
ESTRATEGIA OPTIMA DE PRODUCCION
PARA LA EMPRESA *

CARLOS ALFREDO RODRIGUEZ * *

En 1962, Keneth J. Arrow sugiere una explicacién endégena
al contravertido fenémeno del cambio tecnolégico y que él deno-
mina “Learning by Doing”. Segin esta hipo6tesis, parte al menos
de los incrementos en la eficiencia del proceso productivo son
atribuibles a un proceso de aprendizaje cuya fuente es la expe-
riencia en la realizaciéon de actividades productivas. Posteriormente
David Levhari y Eytdn Sheshinski adoptan la hipétesis de Arrow
y la aplican a sendos modelos de crecimiento.! Los tres autores
mencionados enfocan el problema desde el punto de vista macro-
econémico y obtienen interesantes conclusiones referidas a la di-
vergencia entre la productividad privada y social del capital, so-
luciones impositivas y tasas de acumulacién o6ptimas.

Analizaremos en este trabajo algunas de las implicaciones del
fenomeno de “Learning by Doing” para la unidad microeconémica
de produccién. Nuestro objetivo serd obtener la estrategia optima
de produccién para una empresa maximizadora de beneficios cuan-
do ésta se enfrenta a un proceso de mejoramiento en la eficiencia
derivado del ejercicio de su propia actividad productiva.

Si el proceso productivo puede ser representado por una fun-
cion de produccidn, definiremos el nivel de eficiencia del mismo
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como un numero positivo que multiplica a la funcién, de forma
tal que cuanto mayor sea ese nimero, mayor serid la cantidad de
producto que puede obtenerse para idéntico uso de insumos. El
supuesto basico serda que el nivel de eficencia es una funcién
creciente de la experiencia de la empresa. En nuestro caso medi-
remos la experiencia por el volumen de produccion acumulado a
través del tiempo con lo cual el nivel de eficiencia serd una fun-
cion creciente de la produccion acumulada. En otros términos,
nuestros supuestos son:

Xt =A@ F[K (t),L (t)]
A (t) =G[f X () d&s] donde:

X (t): Produccion

K (t): Servicios del Capital

L (t): Servicios del Trabajo

A (t): Nivel de eficiencia.

Anadiremos un supuesto mas: el nivel de eficencia estd acota-
do inferior y superiormente. Esto significa que cuando la empresa
se instala puede comenzar a operar con un nivel de eficiencia dado,
que asumiremos igual a uno. A partir de ese momento ira ad-
quiriendo experiencia a medida que produce y con ello, aumen-
tando su eficiencia; pero ese proceso tendra un limite a partir
del cual la eficiencia no crecerd maés, independientemente de que
se contintle acumulando o no experiencia. A ese nivel maximo de
eficiencia lo denominaremos A,. Esta hipétesis de aprendizaje
difiere en parte con la adoptada por los autores antes mencionados
en el sentido de que para ellos el aprendizaje por la experiencia
puede ser una fuente de generacidon ilimitada de cambio tecnoléd-
gico en tanto que en nuestro caso, al poner un tope al nivel al-
canzable de eficiencia, estamos limitando las posibilidades del
proceso de aprendizaje. Creemos que esta hipétesis se adapta me-
jor que la de un aprendizaje ilimitado, al menos al nivel de la
empresa, pues de lo contrario se presentaria el caso en el cual los
costos tenderian a ser nulos por el solo hecho de que la empresa
alcanzara un volumen considerable de produccién en el pasado,
lo cual es bastante dificil que se verifique en el mundo real.
Si bien con ello limitaremos la generalidad de los resultados,

deberemos establecer una funcién particular de “aprendizaje” de
la siguiente forma:
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A@®) =An- (Au-1)exp | fX (1) d ()

Esta funcion tiene la caracteristica de que toma un valor 1 para
un valor nulo de experiencia y A, para un monto infinito de la
misma, tomando valores entre 1 y A, para los restantes valores
positivos de experiencia.

Supondremos que la empresa se comporta como maximizadora
de beneficios y por lo tanto debemos establecer las caracteristicas
de sus funciones de demanda y costos. La curva de demanda a la
que se enfrenta la empresa puede representarse en la forma
P =P (X) con P’ < 0; el ingreso total sera I (X) = X - P (X)
conl” > 0y I” < 0,2 ambos supuestos usuales en economia. ¢

Podemos obtener la funcién de costos de la empresa sobre la
base de las funciones de produccién y de oferta de factores. Es un
problema de minimo con restricciones que puede resolverse utili-
zando el método de los multiplicadores de Lagrange:

Min.{W LWL4+r(K)K-ar[A°F (K,L) —XO]}»
Las condiciones necesarias para un minimo son:
L-W4W-MA°FL=0
Kr4-r-AA°Fg=0

o

FE, L) =

o]

Eliminando A tenemos:

LW W )3 Xe°
TV Tt r L) =

Kr’ —+— r F’K A°

dos incégnitas, K y L . Suponiendo que el sistema puede ser re-

suelto y que se cumplen las condiciones suficientes para un mi-

nimo, se obtienen los valores de las incégnitas en funcion de

XO

—— , 0 sea:

, 0 sea dos ecuaciones en

o ]

Ke =
=) 7 K(A°)

por lo tanto, para cada valor de X/A, la empresa demandara fac-
tores conforme a las siguientes relaciones:

L° =L (

2 Se supone que I' e I” son funciones continuas en X.

3 Puede suponerse, sin que resulte afectada ninguna de nuestras conclu-
siones, que I' es positivo hasta un cierto valor de X a partir del cual
se vuelve negativo,
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L L (X) K K (X)
TR YT
La funcidon de costo total sera entonces: 4

1 C=WI|L X
1 C-= [ <)

L X K X K(X)—C(X)
(1—_\;)*}-1‘[ (A—)L 2T ry

Si se presentan las condiciones que son de esperar para las varia-
bles econdmicas que estamos tratando, la funcién de costos pre-
sentara las siguientes caracteristicas:

5 C 5" C
—————:C’>0;————§———=C”>0 3
8 (T) S(K)
Tenemos ya todas las variables necesarias para resolver nuestro
objetivo, que puede enunciarse de la siguiente forma:
Determinar el volumen de produccién en cada momento del
tiempo de forma tal que se maximice el valor actual de la
corriente de beneficios a obtener entre el momento cero e
infinito, cuando el nivel de eficiencia del proceso productivo
depende del monto acumulado de produccion.
El problema puede plantearse como sigue:

o]

X (1) -4t
mx. | 11 [xw® -c[-——(— L e
o | AW
s.a A :aX(t)[Am—A(t)}
| o A0 =1
=
X(t) = 0 , dadas las condiciones iniciales %X(O) — 2 determinar

El valor actual de la futura corriente de beneficios (representado
por la integral a maximizar) es calculado sobre la base de una
tasa 8 > 0 de descuento, que representa la tasa de preferencia
en el tiempo de la empresa. La ecuacion diferencial que aparece
como restricecién es la derivada respecto al tiempo de la funcién
de aprendizaje planteada anteriormente, o sea:

4+ A fin de simplificar la formulacién matematica hemos supuesto que no
existen costos fijos. El modelo puede ser extendido de forma tal que
abarque ese caso.

5  Ambas derivadas se suponen continuas en X y A.
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t

) d ’ |

A= — YA, - (An-1) exp. | -a J X(r) dr r
dt L 0

= a X (t) [Am _ A(t)]

La restriccién de no negatividad indica que el volumen de pro-
duccion no puede tomar valores negativos.

Para resolver este problema —hallar la trayectoria en el tiempo
de la variable X que maximiza la integral sujeta a las restric-
ciones— formamos el Hamiltoniano del sistema: 6

f

Derivando el Hamiltoniano respecto de sus variables obtene-
mos las condiciones necesarias que debe cumplir dicha trayectoria: 7

1 X .
H X A AL :e-ati I (X) -C(Z) } +A[aX(Am—A) - A

) -5t §H 8
e —— = [ J— =
5% I CX + Aa (A, A) =0
3) 8§t 8H .
e _ = _ - —
SA A A e X +9) C*——O
5t sH .
4) e — = aX (An—A) —A=0
S A
-8t
y la condicién de transversalidad lim e M =20
t—

A fin de poder utilizar la condicién (2) como igualdad para,
junto con (3) y (4), obtener el plan dptimo, debemos demostrar

6 Por brevedad suprimimos el simbolo (t) en las variables, pero se supone
que las mismas son funciones del tiempo.

7 Una presentacién formal del método utilizado a continuacién puede verse
en: DORFMAN, R.. An Economic Interpretation of Optimal Control
Theory”, en: The American Economic Review, Vol. 59, Diciembre 1969.

C X "
8 Es: Cx=—>0C=-C . —-<0;Cxx=—2>0
A A* A’

X
Cxix = -C"— - —< 0
A A
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que de tomar éste alglin valor positivo en algin momento del
tiempo, debera ser positivo siempre. Esto anula la posibilidad de
que X* (t)? sea nulo en algiin intervalo de tiempo con lo cual la
condicién (2) podria valer como desigualdad. Dicha demostracion
es posible y se realiza en el Apéndice. Por lo tanto sabemos que si
ha de existir un plan 6ptimo distinto de X* (t) = 0, el mismo debe
ser obtenido de la resolucién del sistema (2), (3) y (4) conside-
rando a (2) como igualdad.

Suponiendo que el sistema puede ser resuelto, tenemos que la
ecuacion (2) determina el volumen de produccién que cumple con
las condiciones necesarias para cada par de valores de A y de A,
representando esta ultima el precio de la eficiencia asignada por
el programa. Obtenido de alli el valor de X, las ecuaciones (3) y
(4) determinan el comportamiento dinidmico del sistema. En otras
palabras, para cada A(0) (pues A(0) =1) el sistema (2), 3) y
(4) determina un programa de produccion X[r(0),t] que cumple
con las condiciones necesarias. En particular puede verse, dadas las
caracteristicas de las curvas de costos e ingresos marginales, que
cuanto mayor sea el valor de A(0) que se establezca, mayor debera
ser el volumen de produccion en el momento cero, o sea:

8 X [a(0) ,0]
3(0)

La interpretacién econdémica de lo anterior es la siguiente:
cuanto mas interés tenga el empresario en incrementar la eficien-
cia, mas alto sera el precio que le asigne originariamente. A conse-
cuencia de eso, la valuacién de la contribucién marginal de X a
la produccién de eficiencia (Aa (An — A) serd mayor y tam-
bién deberd serlo el valor de X para que la ecuacion (2) se
cumpla. Al ser mayor el volumen de produccion, también sera
mayor la creacion de eficiencia, cumpliéndose asi los deseos del
empresario. Debe tenerse en cuenta, sin embargo, que también
serd mayor la diferencia entre las curvas de costo e ingreso mar-
ginal y por lo tanto mayor la cantidad de beneficios que se deja
de ganar en ese momento.

Hasta ahora hemos hallado las funciones X[A(0),t] que
cumplen con las condiciones necesarias para cada valor de A(0)
que se establezca. L.o que debe buscarse ahora es el valor de A(0)

9 TUtilizamos el asterisco para designar la trayectoria éptima.
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tal que la trayectoria represente un maximo absoluto para el valor
actual de los beneficios. A ese valor optimo de A (0) lo denomi-
naremos A* (0) y a la trayectoria oOptima por él determinada
X [A* (0), t] = X* (t), la cual sera la solucién de nuestro proble-
ma. Dicha trayectoria debera cumplir con la condicidén:

10

0 -8t 0 -8t
6 fBIX*®le dt> [BX*® +1Mle at
o] [0}

para cualquier f(t) distinto de cero al menos para algin t. Nuestro
siguiente paso consiste en averiguar cual es la trayectoria entre
las X [A (0) , t] que cumple con la condicién (5). Supondremos que
el optimo existe, por lo tanto, si podemos eliminar todas las
X [A (0),t] menos una por no ser Optimas en el sentido indicado
por (5), esa sera la solucién buscada.

Para tal fin procederemos a realizar una transformacién del
sistema (2), (3) y (4) que nos permita construir un diagrama de
fases y asi visualizar las principales caracteristicas de las posibles
trayectorias. La transformacion consiste en eliminar ) del sistema,
lo cual nos lleva, como se vera, a un sistema de dos ecuaciones

diferenciales, X (XAt y A(X,At), con las cuales es posible cons-
truir el diagrama de fases.

Derivando la ecuacién (2) respecto al tiempo tenemos:

2

- X
6 A=X(C_ -I—+XC_ +

. (Cx -
A A
(utilizando (4)
X (1)
10 Es: BEX®MI=IXMW]-C [m

con A (t) = An - (An - 1) exp [‘-a f X (1) dr]
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Reemplazando (2) en (3) y usando (4) es:

. X
) A== (€ _-ID 6+aX) +C,
A
Igualando (6) y (7) tenemos:

. A
(Co ~IN X-3(C -IN-(C, -XC ) ——=0

2

Realizando las operaciones puede verse queC -XC_ = —C__,
A XA A XX

por lo tanto queda:

X 8 Cx - T’ Cxx A
(3 = ( ) + . junto con:
X X Cex-I” Cxx-1I7 A
A An - A
o Do, x. Beod)
A A

Ambas ecuaciones determinan las trayectorias de X que cumplen
con las condiciones necesarias para par de valores iniciales X (0)
y A(0). Nuevamente aqui también es A (0) =1 por lo que depen-
deran exclusivamente del valor X(0). A cada una de dichas tra-
yectorias la denominaremos X [X (0), t] . Respecto de las trayecto-
rias X [r» (0), t] obtenidas anteriormente puede verse, utilizando
la ecuacién (2) que: X [X(0), t] = X[r (0), t] siempre que sea:

Cx [X(0) ,1]-T' [X(0)]

0) =
O @ (An - 1)

A fin de construir el diagrama de fases que permita visualizar las
distintas relaciones entre X y A para cada trayectoria, procedere-
mos a obtener las curvas de soluciones estacionarias para cada una

de las funciones (8) y (9). Respecto de la curva —)—(—- = 0 supon-

dremos en este caso que Cxx = 0 6 constante, ya que de lo contra-
rio deberiamos interpretar las derivadas de tercer orden de la
funcién de costos, las cuales dificilmente tengan algin sentido
econémico. Por supuesto, también puede suponerse que dichas
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derivadas son lo suficientemente pequefas como para no afectar
las caracteristicas principales de la solucién que se obtenga sin
considerarlas, incluyendo la posibilidad de que sus signos sean los
necesarios para conservarlas.

Igualando a cero la ecuacion (8) con Cxx = 0 y derivando res-
pecto de A es:

dX
-— I” -—-d—A_ + CXA = 0
o dX
T dA
En particular, para funciones lineales de costos e ingresos margi-
nales seria:

>0 1

. CXA
x

__:0—— 17
X

X X a a
Cp =2 —iG=7iCu=-77iCx=0

I(X) =bX-cX?;I'=b-2cX;I”"=-2¢

Luego:
dX a
- % = e 0
dA <= 0 2¢c
d:X . a <0
dA? i:o T cA® -

Si el segundo término de (8) es nulo, para t =0 el valor de X(0)
X

que verifica X = 0 es X°(0) tal que Cx [X°(0), 1] = I’ [X°(0)].1*

Asimismo, para t = « es A = A, y por lo tanto el valor de X que va-

X
rifica X = 0 es X° () tal que Cx[X° (x), An] = T [X%(w)].

11 El suponer Cx constante, no altera las caracteristicas esenciales de esta
curva. Realizando las operaciones, seria:

d X X a X2Cxx -8 [ACxx +Cc-711]
dA | x 7% A (Cxx-17) +2a XCxx

X
Por la ecuacién (8) se ve que para —— =0 es C:-I' <0, por lo tanto,
X

dX %
dA —;{-— =0 > 1]
12 Sj es Cxx 5= 0 el valor X? (0) sera el que cumple con:

[X°(0)]2
Cx [X° (0) 1] =1 [X° (0)] — — Cxx [X°(0),1] & (Am - 1)
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Obsérvese que ese valor X°(«) es invariante respecto de los supues-

A
tos hechos acerca de Cxx pues para t — o« es N = 0 y el segundo

término de (8) se anula de cualquier forma.

X
Tenemos entonces para la curva -}E — 0 todos los datos necesarios

para ubicarla en el plano (X, A) , ¢ sea la primera y segunda de-
rivada y dos puntos: [X°(0) , 1] y [X°%(w), An]

La curva i serd igual a cero s6lo para A = A, (siempre que se

cumpla X (t) > 0). Ambas curvas se detallan en el Grafico 1.

. A/A:o

X%0)

3 Am]_
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La direccion de las flechas (que indican la direccién de las tra-
yectorias de las variables en cada zona) se obtiene derivando las
X A
curvas X y X respecto de sus argumentos.

Puede verse en el grafico que existe una solucion estacionaria
para X y A., representada por el punto [X° (w), Aul

Volviendo a las trayectorias X [X (0), t] , sdlo una de ellas con-
vergira hacia el punto [X°(w), ALl . A esa trayectoria la denomi-
naremos X [X*(0), t] . El valor de X*(0) puede obtenerse ha-
ciendo t — « , con lo cual tenemos X [X*(0), o] = X°%°(«x), de
donde puede despejarse X*(0). De las caracteristicas dinidmicas
del sistema se ve que debe ser X°(0) < X*(0) < X°(w) pues de
otra manera la trapectoria X [X*(0), t] nunca podria convergir
hacia el punto [X° (), An] . Puede verse que, tomando como ba-
se X [X* (0), t], las restantes trayectorias quedan divididas en des
grupos:

I) X[X(0), t] tal que X(0) >X*(0) . En éstas X tiende a in-
finito cuando el tiempo tiende a infinito.

II) X [X(0), t] tal que X(0) <X*(0). En este grupo X decrece
continuamente, llegando a cero en algiin momento t finito.

La forma aproximada de ambos grupos de trayectorias en el
plano (X, t) se indica en el Grafico 2.

Si demostramos que tanto las trayectorias del grupo I como las
del IT no pueden ser 6ptimas en el sentido indicado por (5), la ini-
ca trayectoria restante, X [X* (0), t], deberd ser la o6ptima (dado
el supuesto de que el 6ptimo existe).

No optimalidad de las trayectorias del grupo I

o]
Para cualquiera de ellas debe ser f B[X (t)] e-dtdt> 0 pues
°
si fuera < 0 directamente convendria no producir dado que

o0
j B[0]e-sdt =0

Analizando las curvas de costos e ingresos totales de la em-
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presa, supondremos que para A — A, existe un valor X = X tal que
cualquier incremento en el volumen de produccién a partir del
mismo arroja beneficios negativos. Algunos ejemplos graficos po-
drian ser: 3

GRAFICOTT

BN
N
\

x [XTon0]

X ~ : wa

Xoy

13 Formalmente, el supuesto anterior implica:
32 B (X)

5 X*
y positivo. Ello puede verificarse integrando ambos miembros dos veces
consecutivas a fin de llevar la restriccidon al nivel del beneficio total:

= I" - Cxx = B” (X) = - ¢ para un cierto ¢ constante

SB(X)dX =B (X) -B (0) = -cX
e X?
2

S (X -B (©1dX =B (X) -B (0) - X B (0) = -

e X*
y: B(X) =B (0) + X B (0) -

Como ¢ esta dado, a partir de cierto X el lado izquierdo de la inecuacion
seraceroy porlotanto B (X) =0y B [X + A X] <.
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Asimismo, para A< A, (0 sea t< «) ese nivel critico de
produccién serd menor, pues la curva de costos se desplaza hacia
arriba. Ahora bien, cualquier trayectoria X; (t) del grupo I alcan-

zara el punto X en un momento finito t; y ya en ese momento
tendra beneficios negativos pues como t; < o serd A, (t) <An.

)
!
C% !

%

ICX]

Denominaremos )N(, <X y E al volumen de produccion e instante
del tiempo en que cualquier trayectoria X; (t) del grupo I comen-
zard a arrojar beneficios negativos. Graficamente seria:

x4 y

X e

)
-~
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o0
Supongamos ahora que se cumpla I B [X; (t) ] et dt > 0. Eso

t o
es igual a: f B [X; (t)]e®tdt + f B [X; (t)] et dt > 0. Podemos
[e]
t
ahora imaginarnos un plan de produccién

o fi(t) = 0 parat <t~i
Xi(t) = X; (t) 4 £i (t) con ~
f;(t) = -X;(t) parat=+t;

El valor actual del beneficio de dicho plan seria:

w 3 "
f B[X; (t)] estdt = f B [X;(t)] edtdt + J B [0] edtdt =
4
T
= (BIX,(t)]e: dt

Restando ambas corrientes de beneficios es:

o0 [ oo

f B [X; (t)] e-ddt- I'B [X; (t)] edtdt = — J B [X; (t)] e®dt >0
1

pues por definicién, el plan X;(t) arroja beneficios negativos a

partir de Z .

Lo anterior nos dice que el plan X;(t) no puede ser o6ptimo
pues no cumple con la condicién suficiente (5).

El método anterior nos permite eliminar todas las trayectorias
del grupo I que tengan como condicién inicial X, (0) Si . Las

restantes trayectorias del grupo I con X;(0) > )Z son evidente-
mente subdptimas pues arrojan beneficios negativos en todo mo-
mento y por lo tanto son superadas por la trayectoria X° (t) = 0.
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No optimalidad de las trayectorias del grupo II

Ninguna de las trayectorias de este grupo puede ser optima
pues como X llega a decrecer continuamente, a partir de un cier-
to t finito llegan a violar la restriccion de no negatividad im-
puesta por el programa a la variable X .

Caracteristicas de la solucién optima

Habiendo eliminado todas las trayectorias de los grupos I y II
y dado el supuesto de que el 6ptimo existe, la Unica trayectoria
restante, X [X* (0), t] = X* (t) sera la trayectoria 6ptima. La mis-
ma debe cumplir, entre otras, con las siguientes condiciones:

1) X*(t) > 0 para todo t, 2 menos que sean X* (t) = 0 para
todo t .

2) Denominando X (t) a la estrategia de produccion que re-
sultaria si el empresario maximizara los beneficios instanta-
neos y no el valor actual descontado de la corriente fu-
tura,!* es:

2. a) X*¥(t) > X (t) Parat < o siX*¥(t) > 0
2. b) Lim X* (t) = Lim X (%)
t—w t—> w0

3) f B[X* (t)] e¥tdt = fB [X (t)]edtdt (> siX* (t) >0)

La demostracion de 1) se halla en el Apéndice. En cuanto a
3), ésta surge de que X* (t) es la trayectoria 6ptima, por lo cual
el valor actual de sus beneficios es mayor que el de cualquier otra
estrategia, incluyendo X (t) .

Para demostrar 2), debemos tener en cuenta lo siguiente: si
en t =0 las curvas de costo e ingreso marginales no se cortan para
ningin valor positivo de X, la estrategia X (t) serd nula para to-
do t, pues la empresa nunca empezara a producir. Si X* (t) no es
nula, 2. a) es evidentemente cierta y en 2. b) vale la desigualdad.
En el caso que sea X (0) > 0 la demostracién es la siguiente:

14 La misma surge de la condicién I' [X ()] = C: [X (1), A (1]
para cada t con

A (t) = Am - (Am - 1) exp a ojtx () d»
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El suponer X* (t) =X (t) para algun t implica la validez de
alguno de los siguientes casos:

1) X*(0) <X (0)

2) X* (0) > X (0) pero X* (t) corta (o es tangente) a X (t)
en algian momento

3) X*(0) =X (0)

Dividiremos la demostracion en dos pasos. En el primero de-
mostraremos que los tres casos anteriormente mencionados impli-
can que a partir de cierto momento es A* (t) < 0. En el segundo
paso demostraremos que para la trayectoria 6ptima no puede ser
A*(t) < 0 para ningin t < «, con lo cual se verificara que debe
ser X* (t) > X (t) para todo t menor que infinito.

Paso I

Caso 1): Si es X* (0) < X (0) ello implica para t: 0 que:

I'IX (0)] - Cx[X (0) , 1] = 0 [Por definicion de X (t)]
X* (0) < X (0)

I[X*(0)] -Cx [X* (0), 1] >0 (Pues I”~Cxx < 0)

Por lo tanto debe ser a* (0) < 0 para que X* (t) cumpla con la
ecuacion (2). Pero si A* (0) es menor que cero, seguird siéndolo
para todo t dada la naturaleza de la ecuaciéon (3).

Caso 2): Sies X* (0) > X (0) pero X* (t) corta (o es tangen-
te) a X (t) en algn momento t; , en t; se verificara lo siguiente:

1 t:

fX* (t) dt > ‘ X (t) dt (pues hasta ese momento ha sido

X* (1) >X(t))
luego: A* (t) > A (t)

ademéds: I’ [X(t))] - Cx [X(t) , A(t))] =0 (Por def. de X(t))
X* (t) = X (t1)
luego: I'[X*(t;)] - Cx [X* (t), A* () 1>0 (pues Cax < 0)

Por lo tanto debe ser A* (t;) < 0 para que se cumpla la ecua-
cién (2) y seguird siéndolo para todo t > t; segiin la ecuacién(3).
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Caso 3): Sies X* (0) =X (0), para t = 0 debe ser:
[X(0)]~-Cx[X(0) ,1]1=0
X* (0) = X (0)
FX*0]-Cx[X*(0),1] =0
y por lo tanto debe ser A* (0) = 0. Pero si A* (0) = 0 sera
A* (0) < 0 por la ecuacién (3) y A* (t) serd negativa a partir del
momento siguiente a t = 0. Con esto hemos demostrado que si en
algn momento se verifica X* (t) = X (t), debe ser A* (t) < 0
a partir de ese momento.

Paso 11
i Cx-T
Utilizando la ecuacion (2) tenemos: A — ———————
a (Ap - A)
Cx-T
para A = 0 es; ———————— = ( . Por lo tanto, los valores de X y
a (Ap-A)

A que verifican A = 0 son los que cumplen con Cx =1" .

Asimismo, para —}—(— = 0 tenemos, segun la ecuaciéon (8) :

5 C I C A
X—(x— ) + Cxx —

X A,
X Cxx - 1” N
o sea que los valores de X y A que cumplen con X = 0 son los
que verifican:
X A

CX—I,:—TCXXT<O [parat<°°]

6 Cx <«
De esto se deduce que si representamos en el plano (X, A) las curvas
X X
= =0y A=0,lacurva » = 0, serd superior a 3 = 0 para todo

t < o (a menos que sea Cxx — 0, en cuyo caso ambas curvas coin-
ciden).



99 ECONOMICA

Puede verse que el plano (X, A) queda dividido en tres zonas:
Zona 1: x < 0 Zona 2: » < 0 Zona 3: A > 0

X< 0 X>0 X>0
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Lo que queremos demostrar es que los valores de X y A para la tra-
yectoria 6ptima no pueden pasar por la zona 2 donde es A < 0. Si asi
fuera y recordando el diagrama de fases (Grafico 1), deberia existir
otra trayectoria (obtenida a partir de las condiciones necesarias)

i(t) con X (0) = X*(0) + ¢, (¢>0) tal que pasaria de la zona
A < 0 alazonax > 0 por lo menos una vez, lo cual es imposible
dada la naturaleza de la ecuacidén (3).

0 Am A

Se concluye entonces que la curva X* (t) debe tomar valores tales
que sea A* (t) > 0 para todo t < « y por lo tanto, dado lo demos-
trado en el paso I, debe ser X* (t) > X (t) para todo t < co.

Para t = o« es facil de ver que la condicion 2.b) se cumple con igual-
dad ya que ambas trayectorias convergen hacia el valor X°(w) tal
que I’ [X° ()] = Cx [X° (), An].

APENDICE

Lo que queremos demostrar aqui es que si X* (t) es el programa
6ptimo, debe ser X*(t) > 0 para todo t, a menos que sea X*(t) =0
para todo t. En términos graficos eso equivale a decir que el pro-
grama Optimo no puede tomar la forma de ninguno de los tres casos
que se ilustran a continuacion:
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Caso 1 Caso 2 Caso 3
X(t) X{t) X(t)

X <A

*
X(t)
gt t 0 t, Tt 0 t ta t

Para resolver esto utilizaremos la condicién suficiente para que

>} 0
el programa X* (t) sea ptimo: ‘ B[X* (c)] e#tdt > J B[X* (t) +
0 o
T (t)] et dt, para f (t) distinta de cero al menos para algin t, o sea
que no exista otro programa que arroje méis beneficios que éste.

Caso 1)

Como supondremos que X*(t) es mayor que cero en algin mo-
mento, debe ser:

o0

t1 0
(' B[X* (t)] etdt = f B (0) et dt -+ f B[X* (t)] estdt =
6 ty

‘o

= [ xrmlenso,
Y4

pues de lo contrario seria preferible el programa X° (t) = 0 y no se
cumpliria la condicidén suficiente.

Imaginemos ahora un nuevo programa X° (t) = X* (t-t;) que
corresponde a la misma estrategia de produccion positiva que X* (t)
salvo que comenzada t; unidades de tiempo antes. Se ve inmediata-
mente que este nuevo programa determina un beneficio mayor que
el primero, pues mientras que en ambos la corriente de beneficios es
la misma, en el segundo ésta es descontada por menos tiempo, obte-
niéndose un valor actual mayor. Tenemos por lo tanto que:
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=] =]

fB [XO (t)] estdt > f B [X* (t)] e-st dt , con lo cual no se cumple

la condicién suficiente para que el programa X* (t) sea dptimo.
Caso 2)

Debe ser:

®© b ©
J B [X* ()] e-stdt = J B [X* (t)] e-stdt 4 J B (0) edtdt =
[§] (4] t]
t
J B [X* (t)]edtdt>0

De esto puede deducirse que entre 0 y t; debe haber existido
por lo menos un momento de tiempo t° <t; en el cual B (1°) > 0.

Denominando X° y A° a los valores que tomaron X*(t) y A*(t) en
t°, es:
0

I(X%) >C(—).
AO

Construyamos ahora un nuevo programa X (t) tal que
= = X* (t) parat < t,
X (1) { = X° (t) parat = t,

El valor actual de los beneficios del nuevo programa es:

®© — 151 g

f B[X (t)] estdt = f B [X* (t)] et dt + ‘ B [X°] et dt
o o .tl
Ahora bien, si en t° fue B (t°) > 0, con maés razén lo sera para
t > t; > t° pues A serd mayor que A° al haber sido el volumen
de produccién positivo. Por lo tanto tenemos:

0
| B[X] e dt >0
th
@ - ®
v (B [X (©)] e at- f BIX* ®lewdt =

a0
:J B[X]eddt >0,
t
no pudiendo ser X* (t) un programa éptimo.
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Caso 3)
0 t.
Es: J B [X* (t)] et dt — j B [X* (t)] et dt +
t2 0
+ fB (0) et dt + fB [X* (t)] et dt =
tl t2
tl v o]
:J' B [X* (t)] et dt + f B [X* (t)] e dt > 0
(] t2

Tenemos aqui tres posibilidades:

3-1) ? B [X* (t)] e dt < 0, luego debe ser
te
t
’ B [X* (t)] edtdt > 0.
Construimos un nuevo programa X (t) tal que 15
{: X* (t) parat < t;

= X° para t = t;

Los beneficios de X (t) son:

ee] tl
(B[R (Mlenrdt= [B[X* ()] e dt +

e}
+ B [X°] ewt at
t
Restando los beneficios de ambos programas es:

o0 [o0] [oe]
f B [X ()] evtdt —f B [X* (1)] estdt = B [X] e dt —
0 i t,

15 X° se determina de igual forma que en el caso 2.
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— f B [X* ()] estdt > 0 .
to

por lo cual X* (t) no puede ser 6ptimo.

e e}
3-2) I B [X* (t)] et dt > 0 . En este caso conviene proceder
o
como en el caso 1) , adelantando la segunda parte de produccion
positiva del programa en t, — t; , obteniéndose asi la misma can-

tidad de beneficios descontada por menos tiempo. Esto indica que
X* (t) no puede ser Optimo.

o0
3-3) I B [X* (t)] %t dt = 0 . Por lo tanto, debe ser
te
t

f B [X* (t)] est dt > 0 .

Procediendo como

X (t)

en el caso 2), vemos que existe otro programa

—_ * 16
tal que { = X*(t) parat < t,

— x° para t = t, Yy que cumple con:

oo 0]
f BX (] estdt— [ B[X* ()] et dt > 0, por lo cual X* (1)

no es o6ptimo.

EL APRENDIZAJE POR LA EXPERIENCIA Y LA ESTRATEGIA OPTIMA
DE PRODUCCION PARA LA EMPRESA

Resumen

Se analizan en el trabajo algunas de las implicaciones del fenémeno
denominado “Learning by Doing” para la unidad microecondémica de
produccién. Utilizando métodos de teoria del control 6ptimo se obtiene
la estrategia 6ptima de produccién para la empresa que desea maximizar
el valor actual de la futura corriente de beneficios cuando el nivel
de eficiencia del proceso productivo depende del monto acumulado de

186 X° se determina de igual forma que en el caso 2.
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produccion realizado por la empresa desde el principio de sus activi-
dades. En particular se verifica que, en la medida que existan posibilidades
de aprendizaje, el volumen de producciéon de la estrategia Optima sera
mayor en cada momento que el correspondiente al de maximizacién
estatica de beneficios.

LEARNING BY DOING AND THE OPTIMUN STRATEGY OF PRODUCTION

Summary

Some microeconomic implications of the “Learning by Doing” hypo-
thesis are analyzed in this paper. Assuming the entrepreneur maximizes
the present value of the future stream of benefits and that the efficiency
of the production process depends on the cumulated amount of pro-
duction from the beginning of the firm’s productive activities, the opti-
mal production strategy for the firm is obtained by using tools of the
optimal control theory. It is shown that, there being learning possibi-
lities, the level of production attained at each moment when following
the optimal strategy is greater than the one derived from the static
benefits maximization strategy.





