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RESUMEN: La evolucién de interfaces por Difusién Superficial ha tenido numerosas aplicaciones en los Ultimos afios. En este trabajo

estudiamos la teoria continua de Difusion Superficial para medios is6tropos la cual se basa en la ecuacién de Mullins que relaciona la

velocidad normal de una dada interfaz con los gradientes de curvatura. Hemos integrado numéricamente dicha ecuacion para una amplia

variedad de interfaces bidimensionales y estudiamos el mismo tipo de sistema fisico mediante un modelo discreto. Partiendo de

condiciones iniciales equivalentes, se realiz6 un estudio comparativo de la evolucion de las interfaces en los sistemas continuo y discreto,

tanto en los aspectos cinéticos como en los morfol4gicos.
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Los procesos de difusion superficial inducidos por tratamientos térmicos
de alta temperatura han tenido amplias aplicaciones en los ultimos afios,
entre ellas la reduccién de la rugosidad superficial [1], la formacién de
huecos en el seno de una superficie de silicio [2] y la obtencién de
estructuras topoldgicamente particulares en el campo de la
microelectrénica [3].

Para modelar la teoria continua de Difusién Superficial para medios

isétropos frecuentemente se utiliza la ecuacién de Mullins [4]

u. = —KAC,
donde = es la velocidad normal en un punto dado de la interfaz, K es un
parametro que depende del material utilizado y de la temperatura a la

que se somete el material y DL g5 el laplaciano intrinseco de la

curvatura con respecto al parametro longitud de arco.

La interfaz evoluciona en la

direccion de la normal local

procurando minimizar las

variaciones en la curvatura.

Figura 1: Representacion grafica de la evolucidn de una interfaz cerrada.

En este trabajo estudiaremos diferentes clases de estructuras
bidimensionales que evolucionan por procesos de difusién superficial
cuyas condiciones iniciales son curvas cerradas con simetria rotacional
discreta, como por ejemplo interfaces del tipo estrella o engranaje con
alta razén de aspecto y mostraremos la existencia de una familia de

soluciones en funcion de pardmetros dependientes del tiempo.
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Consideremos una curva cerrada plana L(t) que evoluciona por difusion
superficial, y sea LAt =nd: 1a longitud total de dicha curva a tiempo
t, donde = es la distancia entre crestas sucesivas, mientras que n es el
orden de la simetria discreta. A partir de la ecuacién de Mullins se puede
verificar la siguiente propiedad general

dl, i
- = — I{] c,"ds
dt T

de lo cual se deduce que el flujo de difusién superficial acorta las
longitudes de las curvas.
Ademas, como el flujo de difusion superficial conserva el niimero total de
particulas, en todo instante debe verificarse que

| wistids=0
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Lo cual indica que se mantiene constante el drea encerrada por la interfaz
alo largo de la evolucion.
A medida que la curva evoluciona se generan curvas multivaluadas y para

poder describirlas utilizamos la ecuacién de Césaro. Debido a que la
curvatura en un dado tiempo es periédica de periodo Lz podemos
expandirla mediante una serie de Fourier de la siguiente manera

Clzl = eg + ?c,l:nr["l—'5+ EL,_]::,

donde &= son los coeficientes de Fourier y &= es el desplazamiento de
fase. Luego integrando C(s), podemos obtener una descripcién alternativa

de la curva a través de la ecuacion de Whewell:
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Luego de un periodo transitorio la curvatura como funcién del pardmetro
longitud de arco adquiere un comportamiento sinusoidal, en donde la
interfaz tiene las contribuciones de orden mas bajo en la ecuaciéon de

Whewell de la siguiente manera:

2n
8(z) = < +

asin [ ks ],
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las cuales son curvas cerradas, simétricas de orden n, en donde

Loy _Imnm
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Combinando las ecuaciones anteriores con las propiedades generales de

la ecuaciéon de Mullins puede obtenerse una expresion analitica

aproximada para la evolucién de A(t) y = (t) [5]:
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Figura 2: Evolucién de diferentes condiciones iniciales obtenidas integrando

numéricamente la ecuacién de Mullins.
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Figura 3: Comparacién de los resultados numéricos con las predicciones tedricas. Se
observa un muy buen acuerdo entre la teorfa y la simulacién. Las interfaces
evolucionan a una circunferencia ya que se procura minimizar las variaciones en la
curvatura.

Mediante simulaciones computacionales utilizando el Modelo de Monte
Carlo Cinético para procesos de difusién superficial en nanoestructuras
bidimensionales con simetria rotacional discreta se pudo realizar una
comparacién con los resultados presentados en este trabajo sobre la
teorfa continua de difusién superficial. Se observé una muy buena
concordancia con la teoria continua en donde las interfaces evolucionan
de manera tal que las particulas migren a sitios energéticamente

favorables.

Hemos realizado una comparacién cualitativa y cuantitativa entre ambos
modelos. El modelo continuo de difusién superficial, que nos da la
evolucidn de interfaces por procesos de difusion superficial mediante la

ecuacion de Mullins y el modelo discreto de Monte Carlo Cinético, en
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donde las particulas difunden a un lugar vacio dependiendo de una cierta
probabilidad. Se han podido determinar similitudes entre ambos
pudiendo aplicar los resultados de la teoria continua al sistema discreto,

observando un muy buen acuerdo entre ambas teorias.

0.0114 ms

0.0056 ms

0.0274 ms
Figura 4: Evolucién de una condicién inicial del tipo estrella mediante el modelo
discreto de Monte Carlo Cinético a una temperatura de 300K comparando dicha

evolucién con los resultados de la teoria continua (curva azul).
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Figura 5: Evolucién de diferentes condiciones iniciales a una temperatura de 300K.
N es la cantidad total de particulas.
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