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Resumen La thinness propia de un grafo es un invariante que generaliza
a los grafos de intervalos propios. Todo grafo tiene un valor numérico de
thinness propia y los grafos con thinness propia 1 coinciden con los grafos
de intervalos propios.

En este trabajo nos enfocamos en el cédlculo de la thinness propia para
los drboles. Caracterizamos los arboles de thinness propia 2, tanto es-
tructuralmente como por sus subgrafos inducidos minimales prohibidos.

También mostramos por qué los resultados obtenidos para arboles de
thinness propia 2 no pueden ser generalizados a arboles de thinness pro-
pia 3.
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Trees with proper thinness 2

Abstract. The proper thinness of a graph is an invariant that general-
izes the concept of a proper interval graph. Every graph has a numerical
value of proper thinness and the graphs with proper thinness 1 are ex-
actly the proper interval graphs.

In this work we focus on the calculation of proper thinness for trees. We
characterize trees of proper thinness 2, both structurally and by their
minimal forbidden induced subgraphs.

We also show why the results obtained for trees of proper thinness 2

cannot be generalized to trees of proper thinness 3.
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1. Introduccion

Gran parte de los problemas de optimizacién definidos sobre grafos son compu-
tacionalmente dificiles. Para estos problemas, resulta natural preguntarse: ; Para
qué subclases de grafos el problema puede resolverse de forma eficiente y para
cudles es intrinsecamente dificil?

Desde los anos 80 varios pardmetros de ancho en un grafo fueron definidos
con el objeto de abarcar clases de grafos dentro de las cuales problemas NP-
completos en general resultaran polinomiales. Algunos ejemplos son: treewidth
([Robertson and Seymour, 1986]), clique-width (|Golumbic and Rotics, 2000]) y
(|[Courcelle and Olariu, 2000]) o  bandwidth  (|Papadimitriou, 1976]) vy
(|Garey et al., 1978]). Uno de los pardmetros mds recientes es la thinness
([Mannino et al., 2007]). En este trabajo nos enfocaremos en una de sus va-
riantes, la thinness propia:

Definicién 1 (|[Bonomo and De Estrada, 2019|) Un grafo G = (V, E) es k-thin
si existe un ordenamiento de los vértices vy, va, . .., v, y una particion V>, ... V¥
de V en k clases tal que para cada tripla (r,s,t) conr < s <t se cumple que:

= Si v, vs pertenecen a la misma clase y vyv,. € E, entonces vivs € E
y k-thin propio st existen un ordenamiento y una particion tales que, ademds,
= 51 vs,vs pertenecen a la misma clase y viv,. € E, entonces vyvs € E

La thinness (propia) de un grafo G es el menor nimero k para el cual el grafo
cumple la definicién de k-thin (propio). Se denota como thin(G) (resp. pthin(G)).
Cuando un ordenamiento y una particién verifican la definicién de k-thin (pro-
pio) decimos que el ordenamiento y la particién son (fuertemente) consistentes.
Se puede ver un ejemplo en la Figura 1:

Vl V2 VS

Figura 1: Una representacion 3-thin propia de un grafo. Los vértices estan orde-
nados de abajo hacia arriba y las clases corresponden a las lineas verticales.
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La complejidad de calcular la thinness propia en general y para la clase de
los arboles es atin una pregunta abierta. Y el problema de la caracterizacién
por subgrafos inducidos prohibidos para thinness propia permanece abierto. En
este trabajo, abordaremos el estudio de ambos problemas para la clase de los
arboles. Para cualquier grafo, es vélida la desigualdad thin(G) < pthin(G). Como
sabemos ([Bonomo and De Estrada, 2019]) que la clase de los drboles no tiene
thinness acotada, entonces esta clase tampoco tiene thinness propia acotada.

Un grafo de intervalos es el grafo interseccién de intervalos en una recta. La
thinness es la generalizacion de los grafos de intervalos. A su vez, la thinness
propia es la generalizacién de los grafos de intervalos propios, los cuales son
grafos de intervalos que admiten un modelo de intersecciéon en el cual ningin
intervalo estd propiamente contenido en otro. Es decir, los grafos de intervalos
propios y los 1-thin propios son la misma clase.

Teorema 1 ([Roberts, 1969]) Un grafo G = (V,E) es un grafo de intervalos
propios st existe un ordenamiento de los vértices vy, va, ..., v, tal que para cada
tripla (r,s,t) conr < s <t, sivw, € E, entonces vivs € E y vyvs € E.

2. Arboles de thinness propia 2

2.1. Caracterizacion estructural

El grafo claw o Kj 3 es el tnico subgrafo inducido prohibido minimal para la
clase de los grafos de intervalos propios (|Roberts, 1969]). Por lo tanto, los drboles
de intervalos propios son solo los caminos, y los bosques de intervalos propios
resultan ser la unién disjunta de caminos.

En este trabajo intentamos tomar un camino simple C' en T'y observar la thinness
de las componentes conexas de T'— C. Para el caso de los arboles de thinness
propia 2, demostramos que siempre existe un camino simple C' tal que se puede
tomar una particién (que es fuertemente consistente con algin ordenamiento)
en dos clases: una con los vértices de C' y otra con los vértices de T — C.

Teorema 2 Un drbol T tiene pthin(T) = 2 si y sélo si valen simultdneamente:
1. Existe algun vértice en T con grado mayor o igual a 3.

2. Si v es un vértice de T con grado mayor o igual a 5, entonces a lo sumo 4
de sus vecinos tienen grado mayor a 1.

8. Eziste un camino simple Cy en T tal que:
a) Todos los vértices de T con grado mayor o igual a 4 estin en Cy.
b) Si algin vértice v de grado 3 no estd en Cy, entonces:
1) v es adyacente a un vértice w de Cy.

2) El grado de w es menor o igual a 3.
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Corolario 1 Sea T = (V, E) un drbol tal que pthin(T) = 2. Entonces, eriste
un camino simple Cy = vy,...,vr en T tal que existe un ordenamiento que es
fuertemente consistente con la particion en clases S = {V°,V1}, siendo VO =
{vi,.., 0}y V=V -VY.

Corolario 2 Sea T = (V, E) un drbol tal que pthin(T) = 2. Entonces, eziste

un camino simple Cy tal que todas las componentes conexas de T — Cy tienen
thinness propia igual a 1.

2.2. Caracterizacién por subgrafos inducidos prohibidos minimales

(e) Ty (f) 737

Figura2: Subgrafos inducidos minimales prohibidos de arboles de thinness pro-
pia 2. Las lineas punteadas representan aristas posiblemente subdivididas.

Teorema 3 Sea T un drbol. Entonces, pthin(T) =2 si y sélo si T no contiene
ninguno de los arboles de la Figura 2 como un subgrafo inducido y T tiene al
menos un vértice de grado mayor o igual a 3.

Proposicion 1 Los grafos en la Figura 2 son minimales.
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3. Arboles de thinness propia mayor a 2

Para el caso de los arboles con thinness propia 3, encontramos un contraejemplo
que muestra que no necesariamente existe un camino simple Cy en T tal que
todas las componentes conexas de T'— Cj tienen thinness propia menor a 3:

Vo

Figura 3: Arbol Ty4: Est4 formado por tres copias de Tj unidas por el vértice vyg.

Queda pendiente como trabajo futuro investigar si el comportamiento de los
arboles de thinness propia mayor a 3 es similar al de los arboles de thinness
propia 2 o al de los de thinness propia 3.
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